1. Введение. Акустика как основной инструмент дистанционного исследования океана. Обратные задачи. Неопределенности различных томографических схем.

Казалось бы, что освоение океана должно было идти существенно более быстрыми темпами, чем освоение космоса, Но это далеко не так. Одной из основных причин этого является отсутствие привычных средств связи и получения информации, связанное с сильным затуханием электромагнитных волн в соленой (проводящей) морской воде. Поэтому их роль в освоении океана берут на себя акустические волны, распространяющиеся в океанской толще на большие расстояния. 

Однако дело осложняется тем, что законы распространения звука в океане весьма сложны. Скорость звука в океане, аналог скорости света для электромагнитных волн, существенно меняется как по вертикали (изменение температуры, солености и давления с глубиной), так и по горизонтали (повсеместно встречающиеся в океане фронтальные зоны, циклонические вихри, линзы, течения). Кроме того, на распространение звука оказывают влияние его рассеяние на неровных границах (поверхность, дно), на флуктуациях скорости звука, биологических организмах, внутренних волнах и др. 

Все эти факторы существенно осложняют процесс передачи информации в океане. Но с другой стороны они оказываются весьма полезными для дистанционного исследования океанской среды. По характеру распространения, отражения, рассеяния акустических волн можно получать информацию о свойствах среды, решая так называемые обратные задачи. Такого рода средства уже давно используются, как правило, на ограниченных дистанциях, например, эхолоты, устанавливаемые практически на всех судах и позволяющие не только измерять глубину океана, но и с помощью более совершенных моделей изучать строение дна океана. Широко применяются также акустические измерители течений, акустические маяки, используемые, например, при бурении глубоководных скважин, и т.п. 

В 1979 году американский ученый В.Манк ввел новый термин “Акустическая томография океана” (АТО), основной задачей которой является диагностика крупномасштабных неоднородностей океана, имеющих размеры в десятки и сотни километров, а также определение усредненных среднеклиматических параметров среды на тысячекилометровых трассах, важных, например, для слежения за глобальным потеплением климата Земли. 

Первая задача сводится к решению интегрального уравнения, связывающего параметры среды с измеряемыми характеристиками звукового поля. Например, в случае лучевой томографии Манка таким уравнением будет связь измеряемых времен распространения tm звуковых сигналов с вариациями (c поля скорости звука c=c0+(c и течения v в морской среде: 
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(1.1)

где d( ( элемент длины луча (m, lm ( единичный касательный к лучу вектор. Форма луча также зависит от параметров среды (c. К подобным интегральным уравнениям сводятся и другие схемы АТО (модовая, согласованного поля и т.п). В общем случае всегда возникает нелинейная задача, которую иногда можно линериазовать. Так например, уравнение (1.1) упрощается и становится линейным, если учесть малость параметра (=max(|(c|/c):
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где интегрирование проводится по “опорному” лучу (m0 в невозмущенной среде c0, время распространения сигнала по которому tm0. 

Однако в любом случае остается много неопределенностей при решении томографической задачи. В первую очередь это связано существенно меньшим числом измеряемых параметров (уравнений – времен tm в (1.1)) по сравнению с числом определяемых неизвестных (параметров, описывающих поле вариаций скорости звука (c). Для решения этой проблемы обычно привлекаются дополнительная априорная информация о поле скорости звука, а также методы описания его вариаций как можно меньшим числом параметров (эмпирические ортогональные функции, малопараметрические модели описания неоднородностей и др.). Широко используются также различные методы регуляризации при решении обратных задач. 

2. Звуковые поля в океане. Волновое уравнение. Плоские и сферические волны. 
Волновое уравнение. Звуковые волны в океане, как и все другие, являются решением уравнений гидродинамики. Для идеальной (без поглощения) жидкости, в которой динамические процессы проходят при постоянной энтропии S, этими уравнениями будут: уравнение Эйлера (движения) 
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(2.1)

закон сохранения массы (уравнение неразрывности): 
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(2.2) 

и уравнение состояния: 
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(2.3) 
где v ( скорость частиц жидкости, P ( давление, ( ( плотность, c ( адиабатическая скорость распространения звука, f (плотность (на единицу массы) внешних сил. Здесь через 
d/dt = (/(t +(v() обозначена полная производная по времени, которая характеризует изменение соответствующей величины на движущейся частице жидкости, в отличие от частной производной (/(t, характеризующей изменение в фиксированной точке пространства. 

Уравнение состояния (2.3) фактически является формой закона всестороннего сжатия в теории упругости, это легко видеть, если вместо плотности ( ввести удельный объем (на единицу массы) ( = 1((, (( = (((/(2 = ( (((/(, ((= ( (((/(  и записать уравнение (2.3) в виде: (p = ( ( c2(((/(), где роль модуля всестороннего сжатия равен  K=1/( c2., ( c2 ( сжимаемость среды. Именно этот механизм ответственен за акустические волны. На все остальные динамические процессы в океане сжимаемость практически не влияет, поэтому для их описания обычно используется приближение несжимаемой жидкости  d(/dt=0  (с2 ( (). В свою очередь на звуковые волны слабо влияют сила тяжести и сила Кориолиса, входящие в f и ответственные за поверхностные, внутренние, инерционные волны и волны Россби. Поэтому при рассмотрении звуковых волн этими силами обычно также пренебрегают. 
Звуковые волны незначительно возмущают равновесные параметры среды p0, (0 и v0=0. В результате, подставляя в уравнения (2.1) – (2.3)  P= p0 + p,  (= (0 + ((  и оставляя при условиях: p << p0, (( << (0, |v| = v << с  только линейные по p, (( и v  члены, получаем линейные акустические уравнения: 
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(2.4) 
которые, считая равновесную плотность среды постоянной ((0=const), легко сводятся к волновому уравнению: 
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(2.5) 

где ( ( оператор Лапласа, (=(2((x2 + (2((y2 + (2((z2 в декартовых координатах. Для гармонических волн, когда зависимость от времени в p и v задается множителем exp(-i(t), выражение (2.5) переходит в уравнение Гельмгольца: 
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(2.6) 

где k=(/c,  ( ( частота волны. Вектор I=pv является вектором плотности  потока акустической мощности (энергии в единицу времени). Это легко понять из физических соображений: pndS ( сила звукового давления, действующая на площадку dS с нормалью n, pvndS ( мощность этой силы, следовательно, вектором плотности потока мощности и будет величина I=pv. 
Плоские волны. Простейшим решением волнового уравнения будут плоские волны: 
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(2.7) 
где k={kx, ky, kz} ( волновой вектор (|k|=k=(/c), A ( амплитуда волны (в общем случае комплексная A =|A|expi(), R={x, y, z}. Поверхности постоянной фазы волны kR ( ((t = const являются плоскостями и перемещаются в пространстве с постоянной (независящей от частоты волны) фазовой скоростью cph = (/k= c, равной скорости звука. Модуль усредненного за период волны 2(/( вектора плотности потока мощности, направленного по k, называется интенсивностью звука I=<|I|>. В рассматриваемом случае плоской волны 
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(2.8) 
Отметим, что при вычислении квадратичных величин (какой и является I) нужно принимать во внимание только имеющие физический смысл вещественные части исходных составляющих (p и v в данном случае). 
Рассмотрим процесс отражения плоской волны с волновым вектором k1, падающей из среды с параметрами ( 1 и c1 на плоскую границу раздела z=0 со средой ( 2 и c2 (рис.2.1). Падающая волна порождает отраженную с волновым вектором k(1, распространяющуюся в той же среде ( 1, c1, и прошедшую во 2-ю среду k2. Граничными условиями в данном случае будут равенство давлений и нормальных к границе компонент скорости частиц по обе стороны от границы (амплитуда падающей волны опущена): 
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 (2.9) 

	Поскольку граничные условия должны выполняться одновременно для всех точек границы и во все моменты времени из граничных условий (2.9) следует требование равенства частот всех волн и проекций их волновых векторов на границу: (( = (2 =(,  k(1x = k2x = k1x. Именно по этой причине для удобства графического сравнения этих проекций начала всех волновых векторов на рис.2.1 помещены в одну точку. Тогда k(1= k1 и углы скольжения (1 падающей и отраженной волн равны (“угол падения равен углу отражения”). Для проекций k1x и k2x имеем: 
k1x = k1cos(1 = ( cos(1/c1 = k2x = k2cos(2 = ( cos(2/c2, откуда непосредственно следует соотношение для определения угла преломления (2, называемое также законом Снеллиуса: 
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Рис.2.1.
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(2.10)

Теперь не составляет труда получить из (2.9) известные формулы Френеля для коэффициентов отражения V и преломления W :
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(2.11)
где  n = c1/c2 ( показатель преломления и  m = (2/(1 ( отношение плотностей сред. Известное явление полного внутреннего отражения наступает при падении волны на границу со средой с большей скоростью звука (n < 1), когда в (2.11) угол (1 настолько мал, что cos(2 = cos(1/n > 1. В этом случае выражение (2.11) также справедливо, если считать в нем угол (2 комплексным, другими словами, выразить его через угол (1: nsin(2 = n(1( cos2(2)1/2 = i (cos2(1 ( n2)1/2. При этом прошедшая волна становится неоднородной, затухающей при удалении от границы (вертикальная компонента ее волнового вектора ( чисто мнимая величина): 
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(2.12) 

Сферические волны. Другим простейшим решением уравнения (2.5) в однородной среде является сферическая волна, описывающая радиально-симметричное поле ненаправленного точечного источника:
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(2.13)
удовлетворяющее уравнению (2.5), записанному в сферических координатах (с учетом зависимости только от R=(x2 + y2 + z2 )1/2), и с ( - функцией в правой части: 
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(2.14) 
Отлична от нуля только радиальная компонента скорости частиц жидкости v(R). Сферическая волна (2.13) соответствует полю, создаваемому пульсирующей сферой малого по сравнению с длиной волны звука радиуса a<<( = 2(/k. При этом A0=(i((0V0/4(, V0 = 4(a2v0 ( объемная скорость источника, v0 – амплитуда скорости поверхности сферы. Интенсивность звука в сферической волне вычисляется аналогично (2.8)
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(2.15) 

при этом так называемый “не волновой” член, пропорциональный i/kR в выражении для скорости v в (2.13), не вносит вклада в излучение звука. 
	Поле отраженной сферической волны легко найти в случае плоских идеальных границ ( (абсолютно мягкой: давление p|( =0, или абсолютно жесткой: нормальная скорость vn|( ~ dp/dz|( =0). На рис.2.2. точечный источник, помещенный в точку S с координатами{0, 0, zs}, создает поле (2.13), где R=[x2 + y2 + (z( zs)2]1/2. На границе z = 0 как поле, так и его производная отличны от нуля. Если же в симметричную относительно границы точку S( поместить аналогичный источник 
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Рис.2.2.


работающий в противофазе с источником (2.13): Ar=( A0, то p+pr на границе z = 0 обратится в нуль, то есть pr будет отраженным от абсолютно мягкой границы полем. Если же источник работает в фазе: Ar=A0, то pr будет отраженным от абсолютно жесткой границы полем: 
d(p+ pr)/dz|z=0 =0, в чем легко убедиться непосредственным дифференцированием. 
3. Лучевой метод расчета звуковых полей 

Приближение геометрической акустики. В неоднородной среде, когда скорость звука в среде зависит от координат, широко используется приближение геометрической акустики (оптики). Рассматривая гармонические волны (множитель exp(-i(t) в дальнейшем будем опускать) и вводя показатель преломления среды n(R) = c0/c(R), R={x, y, z}, c0 = const, запишем уравнение Гельмгольца (2.6) в виде:  
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(3.1) 

Решение этого уравнения будем искать в виде, аналогичном плоской (2.7) или сферической (2.13) волнам, но с амплитудой и фазой, зависящих от R в виде неизвестных функций A(R) и ((R) соответственно, 
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(3.2) 

Разложив фазу ((R) в (3.2) в произвольной точке RA в ряд Тейлора, получим локально плоскую волну вида (2.7): 
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, с волновым вектором k = k0(((RA). 
Предположим также, что относительное изменение скорости звука на длине волны (=2( /k0 мало: (|(c|/c0<<1 (высокочастотное приближение k0( (), тогда, можно ожидать, что амплитуда A(R) будет также мало изменяться на длине волны. Поэтому при подстановке (3.2) в (3.1) можно пренебречь ее вторыми производными (членом (A). В результате получим так называемое уравнение эйконала: 
((( )2 = n2(R) 









(3.3) 

и уравнение переноса: 
2(A(( + A(( = 0. 








(3.4) 

Лучи. Линии, касательные к которым нормальны к поверхностям постоянной фазы волны ((R) = const (фронтам), то есть направлены по единичному вектору 
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, называются лучами. С другой стороны, если R= R(s) ( уравнение луча (s ( длина дуги вдоль него), то единичным касательным к лучу вектором будет вектор e=dR/ds, следовательно, 
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(3.5) 
Дифференцируя это выражение по s с учетом уравнения (3.3) и известного векторного тождества 
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, получим дифференциальное уравнение луча: 
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(3.6) 

Из уравнения эйконала (3.3) также следует, что изменение фазы волны (акустической длины пути) равно d(= nds, приращение времени распространения сигнала вдоль луча dT=ds/c = nds/c0. Следовательно, для полного времени T и фазы волны ( получим в результате интегрирования: 
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(3.7)
	Амплитуда A(R) найдется из (3.4), где с учетом (3.5) (A(( = ndA/ds. Поток звуковой энергии в каждой точке направлен вдоль луча, то есть заключен внутри лучевой трубки, образованной лучами, вышедшими из источника О и заключенными в телесном угле d(0 (см.рис.3.1). К интегралу от (( =(((()=div(grad() по объему лучевой трубки, заключенному между близкими сечениями dS1 и dS2, и применим теорему Гаусса-Остроградского: 
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Рис.3.1.


имеем ((( = d(n()/ds. Подставив (A(( и ((  в уравнение (3.4), получим:
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(3.8)
Здесь A0 — константа, определяемая из условий вблизи излучателя, где можно пренебречь рефракцией и считать среду однородной (n=1). Для точечного источника в однородной среде лучи (решения уравнения (3.6)) будут прямыми линиями, параметр s=R = |R|, фаза (=R, лучевая трубка будет конусом с телесным углом d(0, ее поперечные сечения пропорциональны R2 (dS=R2d(0), следовательно, ( = R2 и A(R) =A0/R. Подставив эти выражения в (3.2), получим сферическую волну (2.13) с амплитудой A0, соответствующей точечному источнику в (2.14). 
Скорость частиц жидкости в волне (3.2) можно найти, используя первое уравнение (2.4) линейной акустики. При вычислении  нужно дифференцировать лишь экспоненциальный множитель, содержащий большой параметр (высокочастотное приближение k0((), что дает: 
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Направление вектора плотности потока мощности I=pv совпадает с направлением (( (единичного вектора e). Для интенсивности звука I=<|I|> с использованием также (3.8) получаем:
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(3.9) 
Часто используется на практике не абсолютная величина интенсивности, а ее отношение к интенсивности, создаваемой тем же источником в той же точке R, но в однородной среде (2.15). Такое отношение называется фактором фокусировки f= R2/((R) 
Лучи в слоистых средах. Полученные выше общие формулы лучевого приближения существенно упрощается, если показатель преломления среды зависит только от одной координаты, например z: n= n(z). При этом лучи не будут выходить из плоскости, содержащей ось Оz и направление выхода луча из источника (z=z0, c(z0)=c0), определяемое единичным вектором e0. Обозначив горизонтальную координату в этой плоскости через r, имеем для единичного касательного к лучу вектора в любой точке e= ercos( + ezsin(, где ( ( угол луча с осью Оr, называемый углом скольжения, er и ez ( орты координатных осей, ( 0= ((z0) ( угол выхода луча из источника. Траектории лучей будут описываться функцией z=z(r). Умножая уравнение луча (3.6) скалярно на единичный вектор er и учитывая, что (n= ez dn/dz и erez = 0, получаем закон Снеллиуса (ср. с (2.10)) 
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(3.10) 

Очевидно, что dr = cos((ds, dz = sin((ds, и уравнение луча (3.6) в этом случае переходит в 
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, откуда горизонтальное смещение луча: 
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(3.11) 

При использовании этой формулы (как и последущих) следует иметь в виду, что в общем случае зависимость r(z) будет неоднозначной функцией. Луч может многократно возвращаться на горизонт z, испытывая поворот в точках, где подкоренное выражение в (3.11) обращается в нуль, когда n(zm) = cos( 0, c(zm) = c0/cos( 0 . При этом интеграл в (3.11) переходит в сумму интегралов по интервалам однозначности функции r(z). 

Выражения для времени распространения сигнала T и фазы волны ( (3.7) перейдут в: 
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(3.12) 

Полная фаза волны (3.2) с учетом множителя exp(-i(t) равна k0(((t, набег фазы по горизонтали (r) с учетом (3.12) будет: ((rcos( 0/c0 ( t). Отсюда следует, что скорость перемещения волнового фронта (rcos( 0/c0 ( t = const) по горизонтали, называемая также фазовой скоростью волны, равна  cph = c0/cos( 0 = c(zm) ( скорости звука на глубине поворота луча zm. 
	Найдем амплитуду волны A(r, z), определив в (3.8) расширение лучевой трубки ( =dS/d(0. В силу цилиндрической симметрии задачи рассмотрим лучевую трубку в виде пояса, образованного вращением вокруг оси z ее поперечного сечения dl,показанного на рис.3.2. Тогда ее площадь dS=2(rdl, но, как видно из рис.3.2, dl =cos((dz = [cos(0/n(z)]|((z/((0)r|d(0 и dS=2(r|((z/((0)r|[cos(0/n(z)]d(0. Очевидно, что отвечающий этой трубке телесный угол d(0=2(cos( 0d(0. В результате для (, интенсивности звука I (3.9) и фактора фокусировки f= R2/((R) получаем:
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Рис.3.2.
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(3.13)

В рассматриваемом случае цилиндрической симметрии бывает удобным в выражении для f заменить полное (наклонное) расстояние от излучателя до приемника R на радиальное r, исключая не сферическое, а цилиндрическое расхождение. При этом выражение для f переходит в более простое fr, не содержащее еще одного расстояния R. 
Интегралы, входящие в формулы (3.11 – 3.13) вычисляются в элементарных функциях для некоторых простых зависимостей n(z). 
	Постоянный градиент скорости звука. В этом случае записав скорость звука в виде c(z)= c0[1+q(z(z0)] и дифференцируя закон Снеллиуса (3.10) по z, получим: sin((d(/dz=(qcos( 0=const. Левая часть этого выражения с учетом связи dz=sin((ds преобразуется в d(/ds=(, где ( ( постоянная кривизна траектории луча. Следовательно, луч является окружностью радиуса |(|-1=|qcos( 0|-1 с центром, расположенным в точке пересечения перпендикуляров к векторам e0={cos( 0, sin(0} и e={cos(, sin(}. Координаты этой точки O(:{r(sin(/(, z+cos(/(}={(sin(0/(, z0+cos(0/(}, а уравнением окружности будет:
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Рис.3.3.
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(3.14a) 
или 
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(3.14b) 
В практических расчетах часто используется также параметрическая форма уравнения луча:
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(3.14c) 
Время распространения сигнала по лучу найдем из дифференциального соотношения dT=ds/c=d(/[(c(()], где c(()=c0[1+q(cos(0(cos()/(]= c0cos(/cos(0. Следовательно, dT=((qcos()-1d(, откуда после интегрирования получаем: 
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(3.15) 
Прямым дифференцированием уравнения (3.14b) легко получить, что входящее в (3.13) выражение |((z/((0)r|=rn(z)/cos2(0, следовательно, фактор фокусировки в этом случае равен: 
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(3.16) 
Очевидно (см. рис.3.3), что f<1, поэтому в среде с постоянным градиентом скорости звука происходит дефокусировка лучей. 
Постоянный градиент квадрата показателя преломления.  n2(z)= 1+b(z(z0). При этом интегралы в выражениях (3.11) и (3.12) легко вычисляются. Интегрируя (3.11), найдем уравнение луча: 
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(3.17a) 
или
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(3.17b) 
Следовательно, уравнение луча будет параболой с вершиной в точке (z0(sin2(0/b, (sin2(0/b). 
Интегрируя выражение (3.12), найдем время распространения сигнала вдоль луча: 
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(3.18) 
Дифференцируя (3.17b) по (0, получаем для фактора фокусировки:
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(3.19) 
Из уравнения (3.17b) можно найти углы выхода тех лучей, которые проходят через заданную точку (r, z): 
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(3.20) 
	Отсюда следует, что в область пространства, где выражение под знаком радикала отрицательно, лучи не попадают. Эта область снизу ограничена параболой: z(z0= br2 /4 ( 1/b, показанной на рис.3.4 жирной линией и являющейся огибающей семейства лучей, выходящих из источника ( сплошные тонкие линии на рис.3.4. В лучевой теории огибающую лучей называют каустикой. Подстановка (3.20) в (3.19) показывает, что на каустике фактор фокусировки (следовательно, и звуковое поле) обращается в бесконечность, то есть на каустиках лучевая теория неприменима и требует уточнения. В случае простой каустики это уточнение приводит к так называемой функции Эйри, которая экспоненциально спадает при удалении от каустики в зоне тени (ниже каустики на рис.3.4). В освещенной зоне (выше каустики на рис.3.4) в каждую точку пространства приходит два луча, один из которых уже прошел каустику, а другой ( еще нет. Интерференция соответствующих этим лучам волн приводит к пространственным осцилляциям поля.
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Рис.3.4.


Отметим, что если аналогичные вычисления применить к уравнению луча (3.14b) для среды с постоянным градиентом скорости звука, то для каждой точки пространства получим только один луч, каустик нет и фактор фокусировки (3.16) всюду конечен. 
Лучевые программы в горизонтально неоднородном океане. Простота расчета параметров лучей, например, в случае постоянного градиента скорости звука положена в основу создания достаточно быстрых и эффективных двумерных (2D) и трехмерных (3D) моделей расчета звуковых полей в реальном океане. 
	Кратко опишем основные идеи 2D алгоритма. Обычно поле скорости звука в океане задается значениями cnk в точках 
(rn, znk), где rn ( дистанция, например, от излучателя, znk ( глубины, на которых задана (“измерена”) скорость звука. Схематично эти точки показаны на рис.3.5. Разобьем всю область, занимаемую точками измерений на треугольники, например, как это показано на рис.3.5, при этом нижняя граница области должна соответствовать дну океана, а верхняя ( свободной поверхности. Если таких измерений нет, то их следует добавить, исходя из каких-либо априорных данных.
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Рис.3.5.


В каждом треугольнике по значениям в угловых точках однозначно можно задать линейное по r и z поле скорости звука. Далее, переходя к новой системе координат (r(, z(), в которой ось Оz направлена по градиенту скорости звука в данном треугольнике, используя простые формулы (3.14) ( (3.16) и возвращаясь к старым координатам, осуществляем пересчет всех исходных (на входе в треугольник) параметров луча в их значения на выходе из треугольника. Многократно повторяя эту процедуру для всех последующих треугольников, получаем как траекторию l –го луча, вышедшего из источника под углом (0l, так и все требуемые его параметры в конечной точке: время распространения Tl, фактор фокусировки fl , угол скольжения (l и т. п. При этом все эти значения, как и многие другие, например, матрица Hl={hnkl}, связывающая вариации времен прихода лучей (Tl с вариациями скорости звука (C={(cnk}: (Tl=Hl((C(, вычисляются по простым аналитическим формулам. Этот факт является одним из существенных преимуществ описанной модели. Однако некоторым недостатком такого подхода является то, что разрыв градиента скорости звука на границах треугольников приводит к разрыву кривизны лучей и к возникновению так называемых “ложных” каустик, то есть к дополнительным областям неприменимости лучевой теории. Определенные проблемы возникают также при отражении луча от дна океана, имеющего в этой модели угловые точки. С примерами работы такой модели студент может ознакомиться при выполнении ряда задач практикума, составной частью которого является разработанная в Институте океанологии им.П.П.Ширшова РАН 2D-модель расчета распространения звука в лучевом приближении и томографической матрицы Hl. 
Полностью аналогично строится и 3D-модель, нужно только вместо треугольников разбить среду на тетраэдры, скорость звука в которых также линейно зависит уже от трех координат (x, y, z). 
4. Нормальные звуковые волны (моды) в жидком слое 

	Звуковые моды. В предыдущем разделе было показано, что однородное волновое уравнение (2.5) в безграничной среде с постоянной скоростью звука имеет решение в виде плоских волн (2.7). Рассмотрим слой жидкости, заключенный между двумя плоскими горизонтальными границами (рис.4.1), плотность которого (0=const, а скорость звука зависит только от глубины c=c0(z). Применительно к океану будем предполагать, что верхняя граница слоя z=H ( свободная (давление p|z=H=0), а нижняя (z=0) ( граница с однородным полупространством постоянной плотности (b и скорости звука cb (дно океана). Граничными условиями в этом случае будут равенство давлений и нормальных компонент скорости 
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Рис.4.1.


частиц жидкости по обе стороны от границы, или их отношения Z0= Z(0)=[p/vz]z=0,называемое импедансом. В таком слое однородное (с нулевой правой частью) волновое уравнение (2.5) имеет нетривиальные (ненулевые) решения, которые называют звуковыми модами. В силу однородности свойств слоя по горизонтали будем искать решение уравнения (2.5) в виде: 
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(4.1) 

где выражения для компонент скорости частиц жидкости vx и vz получены из (2.4). Для импеданса Z из этих выражений имеем: 
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(4.2) 
В нижнем полупространстве (z<0) это решение должно стремиться к 0 при z ( ((, или же соответствовать уходящей от границы плоской волне (условие излучения): 

[image: image56.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

2222

expexp()expexp()

bbbbb

pAikzixtAkzixt

xxwxxw

=--×-=-×-

,
(4.3) 
где вертикальная проекция волнового вектора kbz=(kb2((2)1/2, kb=(/cb. Если (>kb, то значение kbz=i((2(kb2)1/2 будет чисто мнимым, а волна pb ( неоднородной. Условие излучение будет выполненным, если знак квадратного корня выбран положительным. Теперь, воспользовавшись выражением для скорости частиц жидкости в плоской волне (2.7), не составляет труда выписать импеданс звуковой волны в нижнем полупространстве: 
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(4.4) 
Подстановка выражения для p в волновое уравнение (2.5) с учетом граничных условий приводит к следующей краевой задаче на собственные значения: 
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(4.5) 
ненулевое решение которой существует только при некоторых значениях (m, называемых собственными значениями, соответствующие им решения (m(z) ( собственными функциями, а выражения: 
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(4.6) 

звуковыми модами, или нормальными волнами. Скорость перемещения фронта звуковой моды, отвечающего постоянному значению показателя экспоненты в выражении (4.6), называется фазовой скоростью моды cm=(/(m. 
Не составляет труда получить ряд важных интегральных соотношений для параметров мод. Например, умножим уравнение (4.5), отвечающее моде номера m на собственную функцию (n номера n и вычтем из него аналогичное уравнение для (n, умноженное на (m. Полученное выражение проинтегрируем по z в пределах слоя. В результате с учетом граничных условий (4.5) получим так называемые условия ортонормировки: 
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 ( (4.7) 
собственные функции краевой задачи (4.5), отвечающие различным собственным значениям, ортогональны друг другу. 

Аналогичная процедура позволят получить выражение, связывающее линейные поправки к собственным значениям с вариациями параметров среды: 
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(4.8) 
Одной из важных характеристик волновых процессов является групповая скорость волны cgm=d(/d(m, которая, как известно, определяет скорость распространения огибающей узкополосных волновых пакетов. Интегральное представление для нее получится, если продифференцировать частным образом выражения (4.5) по частоте (, умножить на (m полученное уравнение для новой функции (m=d(m/d( и проинтегрировать результат по z: 
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(4.9a) 
Отсюда непосредственно следует, что cgm(0. Если же, используя (4.5), преобразовать интеграл в знаменателе этого выражения, то легко получить также следующее представление для cgm: 
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(4.9b)
откуда имеем, что групповая скорость всегда положительна и меньше фазовой: 0 ( cgm ( cpm. 
Дифференцируя фазовую скорость моды по частоте, найдем: 
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Идеальный волновод. Явные выражения для звуковых мод легко получить для однородного слоя (c0=const) с абсолютно жесткой (vz|z=0=0~(((0)) нижней границей. Легко убедиться, что решением краевой задачи (4.5) в этом случае будут функции: 
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(4.10a) 
где собственные значения: 
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(4.10b) 
Отсюда следует, что на толщине слоя укладывается нечетное число четвертей длин волн (см. рис.4.2а). Зависимость фазовой скорости моды cpm=(/(m (или горизонтального волнового числа (m) от частоты (см. (4.10b) и рис.4.2б), которую называют дисперсионным соотношением, показывает, что звуковые моды распространяются с дисперсией: различные частотные составляющие одной и той же моды распространяются с разной скоростью. На низких частотах значения (m для всех мод чисто мнимые, то есть моды (4.6) экспоненциально затухают с ростом горизонтальной координаты x. Такие моды не могут существовать во всем пространстве (их энергия будет бесконечно большой при x( ((), но они могут быть возбуждены, например, точечным источником звука. По мере роста частоты последовательно при переходе так называемых критических частот (m=(c0/H)((2m(1)/2 мода номера m становится распространяющейся ((m(вещественно). На критических частотах ((m=0) фазовая скорость соответствующей моды бесконечна, с ростом частоты она монотонно падает. На высоких частотах фазовые скорости всех мод cpm ( c0 ( скорости звука. Групповая скорость моды cgm=d(/d(m связана с ее фазовой скоростью cm простым соотношением: cpmcgm=c02. 
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Рис.4.2.

Волновод Пекериса. В случае, когда нижняя граница однородного слоя не является идеальной, решение краевой задачи (4.5) также может быть записано в виде первого равенства (4.10a), которое обращается в нуль на верхней границе слоя. Подставив его в условие (4.5) на нижней границе, получим уравнение: 
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(4.11) 
корни которого (m определяют собственные значения ((mH)2=(k0H)2((m2. Несложный анализ уравнения (4.11) показывает, что распространяющиеся звуковые моды ((m2>0) существует только в том случае, если скорость звука в слое меньше ее значения в нижней среде (c0(cb). 

	На рис.4.3 схематично показаны левая и правая части уравнения (4.11). Как и в случае идеальной границы, число распространяющихся мод растет с ростом частоты. Их критические частоты соответствуют точкам совпадения асимптот левой части уравнения (4.11) с асимптотой правой части: ( 2=[((2m(1)/2]2= [1((c0/cb)2]((mH/c0)2. Отсюда легко найдем как критические частоты 
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, так и соответствующие им собственные значения звуковых мод:  (m2=((m/c0)2+[((2m(1)/2H]2=((m/cb)2. 
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Рис.4.3.


Следовательно, на критической частоте фазовая скорость моды равна скорости звука в нижней среде cpm=cb , с ростом частоты она монотонно падает, асимптотически приближаясь к скорости звука в слое (cpm ( c0 при ( ( (). Собственные функции и дисперсионные зависимости для этого случая показаны на рис.4.4. 
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Рис.4.4.
Звуковые моды в слое (4.6), как в случае идеального волновода, так и в случае волновода Пекериса, могут быть представлены в виде суперпозиции двух плоских волн: 
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(4.12) 

где kzm=(k02((m2)1/2 ( вертикальная проекция волнового вектора и Vm = (exp((ikzmH) ( коэффициент отражения 1-й плоской волны от нижней границы. Эти плоские волны иногда называют волнами Бриллюэна. 

Произвольная зависимость скорости звука в слое от глубины. Качественно характер дисперсионных зависимостей и вид собственных функций в этом случае будет аналогичен полученным для волновода Пекериса. Выявим их некоторые особенности, проанализировав возможные решения краевой задачи (4.5). Для того чтобы эта задача имела решение в виде распространяющейся вдоль горизонтали волны, необходимо выполнение следующих двух условий. Во-первых, в нижнем однородном полупространстве это решение отвечает неоднородной волне, то есть значение квадратного корня в (4.5) должно быть вещественным: (>kb или cp<cb, где cp=(/( ( фазовая скорость волны. Во вторых, выполнение условия при z=0 возможно только в том случае, если решение уравнения (4.12) имеет, по крайней мере, одну точку максимума модуля zм внутри слоя. В такой точке функция ((zм) и ее вторая производная имеют разные знаки, тогда из уравнения (4.5) следует, что (<(/c(zм), или cp>c(zм). Отсюда следут, что фазовая скорость распространяющейся моды должна превышать минимальную скорость звука в слое cmin. При этом коэффициент при ((z) в уравнении (4.5), равный 
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(4.13) 

должен быть положительным, или, как также говорят, функция ((z) должна иметь “осциллирующий” характер 

Таким образом, фазовые скорости всех распространяющихся мод должны лежать в интервале: cmin<cp<cb. В волноводе Пекериса (см.рис.4.4a) номер моды соответствует числу экстремумов (числу нулей, включая нуль при z=H) собственной функции. Также будет и в случае произвольной c(z) в слое, точнее номер моды определяется числом нулей собственной функции на отрезке [0, H], так как, например, при наличии нескольких локальных минимумов скорости звука собственная функция может иметь дополнительные экстремальные точки. 

При фиксированной частоте ( моды с более высокими номерами должны быть более “осциллирующими”, то есть, как и в волноводе Пекериса, значения (2(z) должны быть более большими. Следовательно, с ростом номера моды растет ее фазовая скорость. Этот факт может быть легко проверен на высоких частотах, если по аналогии с приближением геометрической акустики (см.выше) получить решение уравнения (4.5) в высокочастотном приближении, которое в данном случае называется приближением Вентцеля(Крамерса(Бриллюэна (ВКБ). Подставив решение ((z)=A(z)exp[i(( (z)] в уравнение (4.5) и приравняв члены, содержащие частоту ( в 1-й и 2-й степенях, после несложных преобразований получим общее решение в виде: 
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(4.14) 
где z0 некоторая начальная точка. Это решение стремится к бесконечности при приближении z к точкам поворота zr, где cp= c(zr) и ((zr)=0. Естественно, что в окрестности этих точек приближение ВКБ несправедливо, поэтому в каждом из интервалов между этими точками нужно рассматривать решения отдельно. В интервале, где ((z)>0, решение (4.14) можно представить в виде синусоидальной (осциллирующей) функции, а при ((z)<0 в виде гиперболической (экспоненциальной) функции. Эти решения нужно “сшить”, например, описывая решение в окрестности zr в виде функции Эйри ((z(zr) , которая имеет именно такой вид в окрестности точки поворота. Такая процедура детально описана в литературе. Здесь мы приведем лишь выражение, определяющее собственные значения для случая, когда имеются две достаточно удаленные от границ слоя точки поворота zr1и zr2, между которыми ((z)>0: 
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(4.15) 
Отметим также, что это выражение соответствует квантовомеханическим уровням энергии электрона (m2=Em в потенциальном поле U(z)=(2/c2(z). 
Суммируя все полученные выше результаты, сформулируем следующие общие свойства дисперсионных зависимостей распространяющихся мод: 

 - Фазовые скорости мод cpm монотонно убывают с ростом частоты звука от значения скорости звука в однородном полупространстве (дне океана) cb до минимальной скорости звука в слое cmin. 
 - Моды с большими номерами имеют большие значения фазовой скорости. 

 - Групповая скорость мод всегда положительна и меньше фазовой. 

Моды в двуволноводной среде. Интересные особенности дисперсионных зависимостей мод cpm(() и их собственных функций (m(z) возникают в случае, когда профиль скорости звука, как показано, например, на рис.4.5а, имеет два минимума (волновода). Если интервал между этими волноводами достаточно широк, то в силу экспоненциального характера решений (4.14) в нем можно предположить, что эти волноводы слабо связаны между собой и их можно рассматривать независимо друг от друга. Тогда собственными значениями краевой задачи (4.5) будет объединение собственных значений каждого из волноводов, найденные независимо, по отдельности. Дисперсионные зависимости мод cpm(() каждого из волноводов будут подобны показанным на рис.4.4в, но при ( ( (, в общем случае будут выходить на разные значения скорости. Следовательно, эти зависимости будут пересекаться на некоторых частотах (e=2(Fe, то есть на этих частотах какое-либо собственное значение одного волновода совпадет с некоторым собственным значением другого. В окрестности этих частот волноводы уже нельзя рассматривать независимо, и нужно решать полную краевую задачу для всего слоя. При этом на частотах (e, как и в случае слабосвязанных линейных гармонических осцилляторов с равными собственными частотами, произойдет расщепление их собственных значений на два, близких друг к другу. Общие дисперсионные зависимости (ДЗ) соседних по номеру мод, соответствующих пересекающимся ДЗ отдельных волноводов, при подходе к (e сближаются (но не пересекаются) и затем вновь расходятся, как бы переходя с ДЗ одного волновода на ДЗ другого (обмен). При этом и собственные функции (СФ) этих соседних по номеру мод также переходят от СФ одного из волноводов к СФ другого, претерпевая существенное изменение своей формы. 
В качестве примера на рис.4.5 и рис.4.6 приведены результаты численного решения краевой задачи (4.5) для профиля скорости звука, показанного на рис.4.5а. Этот профиль получен в результате обработки акустических данных эксперимента ACOUS в Северном Ледовитом океане (1998 ( 1999 гг) и соответствует прохождению “пятна” теплых атлантических вод на глубинах 300 ( 700 м через трассу эксперимента. 
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Рис.4.5.
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Рис.4.6.
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