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Abstracts

Модель Ферми и фон Неймана обсуждается в контексте изучения
интрузии. Показано, что предсказанные моделью
асимптотические законы роста языков интрузии в бесконечном
горизонтальном канале не вполне укладываются в классический
сценарий линейного роста. Классический сценарий линейного
роста (𝑥1 ∝ 𝑡) поддерживается только для длины нижнего
(тяжелого) языка интрузии. Что же касается верхнего (легкого)
языка интрузии, то его длина подчиняется существенно
нестепенному закону (𝑥2 ∝ 𝑡/ ln 𝑡).



Интрузия в канале
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Бокс-модели для РТН и интрузии

Рис. 1: Бокс-модель для РТН [4].
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Рис. 2: Бокс-модель для интрузии.

Основная задача – получение уравнений движения в терминах
габаритных (‘‘bulk’’) переменных 𝑥1, 𝑥2.



Оценка потенциальной энергии

Условие несжимаемости накладывает ограничение ℎ1𝑥1 = ℎ2𝑥1,
а поскольку ℎ1 + ℎ2 = ℎ, справедливы соотношения:

ℎ1 = ℎ 𝑥2
𝑥1 + 𝑥2

, ℎ2 = ℎ 𝑥1
𝑥1 + 𝑥2

, (1)

Зная вытесненные массы:
𝑚1 = (𝜚1 − 𝜚2)ℎ1𝑥1 и 𝑚2 = (𝜚2 − 𝜚1)ℎ2𝑥2,
можно оценить изменение потенциальной энергии 𝑈:

𝑈𝑅𝑇𝐼 = −𝑚1g
𝑥1
2

+ 𝑚2g
𝑥2
2

= −g
ℎ
2

(𝜚1 − 𝜚2)𝑥1𝑥2, (2)

𝑈𝑖𝑛𝑡 = −𝑚1g
ℎ1
2

+ 𝑚2g
ℎ2
2

= −g
ℎ2

2
(𝜚1 − 𝜚2) 𝑥1𝑥2

𝑥1 + 𝑥2
, (3)



Оценка кинетической энергии

1. Кинетическая энергия 𝐾 сосредоточена в зоне (−𝑥2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1)
и обеспечивается главным образом 𝑥-компонентами скорости 𝑣1
и 𝑣2, зависящими от 𝑡 и линейно 𝑥.
2. Полный расход жидкости в каждый момент и в любом сечении
канала равен нулю.
3. На фронтах языков выполняются условия

𝑣1|𝑥=𝑥1
= ̇𝑥1, 𝑣2|𝑥=−𝑥2

= − ̇𝑥2. (4)

Для этих условий Ферми и фон Нейман [4] нашли выражение для
𝐾:

𝐾 = ℎ𝜚2𝑥2 + 𝜚1𝑥1
6𝑥1𝑥2

(𝑥2
2 ̇𝑥2

1 + 𝑥1𝑥2 ̇𝑥2 ̇𝑥1 + 𝑥2
1 ̇𝑥2

2) . (5)



Лагранжиан для модели интрузии

𝐿 = ℎ𝜚2𝑥2 + 𝜚1𝑥1
6𝑥1𝑥2

(𝑥2
2 ̇𝑥2

1 + 𝑥1𝑥2 ̇𝑥2 ̇𝑥1 + 𝑥2
1 ̇𝑥2

2) +

+ g
ℎ2

2
(𝜚1 − 𝜚2) 𝑥1𝑥2

𝑥1 + 𝑥2
. (6)

Уравнения движения следуют из принципа 𝛿 ∫ 𝐿𝑑𝑡 = 0.
Полубесконечный канал. Пусть более плотная жидкость 𝜚1
находится между закрытым левым торцом канала (𝑥 = −𝑙) и
затвором. Спустя некоторое время после открытия затвора для
верхнего языка интрузии установится связь 𝑥2 = 𝑙. Поэтому в
приближении 𝑥1 ≫ 𝑙 из закона сохранения энергии получим

𝐸 = 𝐾 + 𝑈 = 1
6

ℎ𝑙𝜚1 ̇𝑥2
1 − g𝑙ℎ2 𝜚1 − 𝜚2

2
= 0. (7)

Откуда для нижнего (тяжелого) языка интрузии следует закон

̇𝑥1 = √3gℎ𝜚1 − 𝜚2
𝜚1

. (8)



Численное интегрирование
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Рис. 3: Зависимости функций 𝑥1, 𝑥2 (график слева) и функций 𝑡/𝑥1,
𝑡/𝑥2 (график справа) от безразмерного времени 𝜏 = 𝑡/𝑇.
(𝑇 = √3ℎ/(2g), 𝐴 = 0.6, ℎ1(0) = 0.4).



Аналитический подход

𝑥1 = ℎ𝑒𝑠+𝑞, 𝑥2 = ℎ𝑒𝑠−𝑞, (9)

𝑡 = 𝜏𝑇 , 𝑇 = √3ℎ
2g

, 𝐴 = 𝜚1 − 𝜚2
𝜚1 + 𝜚2

. (10)

𝑠(𝜏), 𝑞(𝜏) – новые переменные, 𝜏 – новое время, 𝑇 – его масштаб,
𝐴 – число Атвуда.
Новый лагранжиан и уравнения модели:

𝐿 = 𝑒3𝑠 (3 ̇𝑠2 + ̇𝑞2) (ch 𝑞 + 𝐴 sh 𝑞) + 9
4

𝐴 𝑒𝑠

ch 𝑞
, (11)

𝑑
𝑑𝜏

( ̇𝑠𝑒3𝑠 (ch 𝑞 + 𝐴 sh 𝑞)) = 3
2

𝐴 𝑒𝑠

ch 𝑞
, (12)

3 ̇𝑠2 + ̇𝑞2 = 9
4

𝐴𝑒−2𝑠

ch 𝑞 (ch 𝑞 + 𝐴 sh 𝑞)
. (13)



Приближенное интегрирование

Вводится вспомогательная функция 𝜑(𝑞):

𝜑′ = 𝑑𝜑
𝑑𝑞

= 2
3

𝑑𝑞
𝑑𝑠

, 𝑒2𝜑 [1 + 3
4

𝜑′2] = 1 + 𝐴 th 𝑞. (14)

Так как при достаточно больших 𝑞 справедливо неравенство
𝜑′ ≪ 1 , уравнения (14) легко интегрируются

3𝐴
4

𝑠 = 𝑞 + (𝐴 + th 𝑞) ch2 𝑞, 𝑠|𝑞→∞ = 𝐴 + 1
3𝐴

𝑒2𝑞. (15)

В этом приближении, исключая 𝑞 из уравнения (13), находим

̇𝑠 ≈ 𝑒−𝑠 (2𝑠)−1/2 , 𝑠|𝜏→∞ = 1
2

𝑊(𝜏2), (16)

где 𝑊(𝑧) – функция Ламберта [5]. Отметим, что эта функция
обладает свойством 𝑊𝑒𝑊 = 𝑧, и имеет нестепенную
асимптотику 𝑊|𝑧→∞ = ln 𝑧 − ln ln 𝑧.



Асимптотики интрузии

Используя свойства 𝑊-функции, можно восстановить
асимптотики для длин языков интрузии

𝑥1 ≈ ℎ√ 3𝐴
𝐴 + 1

𝑊𝑒𝑊 = 𝑡√ 2gℎ𝐴
1 + 𝐴

,

𝑥2 ≈ ℎ𝜏
3𝑊

√𝐴 + 1
𝐴

= 𝑡
3𝑊 ( 2g

3ℎ 𝑡2)
√2gℎ𝐴 + 1

𝐴
.

Линейный рост со временем имеет место лишь для длины
нижнего языка интрузии более тяжелой жидкости, фронт которой
движется асимптотически с постоянной скоростью. Для верхнего
языка интрузии имеет место существенно нестепенная
асимптотика.
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