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Óðàâíåíèå Õàññåëüìàííà (êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå
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(Íóìåðàöèÿ âåêòîðîâ âûáðàíà äëÿ óäîáñòâà â äàëüíåéøåì )

The Quadruplets

Èíòåãðèðîâàíèå â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåèè âûïîëíÿåòñÿ ïî êâàäðóïëåòàì âåêòîðîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ðåçîíàíñíûì óñëîâèÿì

k + k2 = k3 + k4 ω + ω2 = ω3 + ω4

Ýòè êâàäðóïëåòû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ ãëóáîêîé âîäû

(ω =
√

gk)) îíè òàêæå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Ìû �èêñèðóåì

ìàñøòàá è ïîëîæåíèå êâàäðóïëåòîâ, íîðìèðóÿ èõ íà áàçîâûé âåêòîð:
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Íèæå ìû îáîçíà÷àåì íîðìèðîâàíèå ñèìâîëîì òèëüäà.

Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì íîðìèðîâàííîãî êâàäðóïëåòà ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûé ìîäóëü s
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Êëàññè�èêàöèÿ

Íà êðèâîé Ôèëëèïñà s = 1.
Çíà÷åíèÿ s, áëèçêèå ê ìèíèìàëüíîìó

√
2

2 ñîîòâåòñòâóþò äëèííî-êîðîòêèì âçàèìîäåé-

ñòâèÿì (k1, k3 ≪ k2, k4). Ïðè ñ÷¼òå ýòè âçàèìîäåéñâèÿ íàäî îãðàíè÷èòü. Ýòî îãðàíè-

÷åíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó êîý��èöåíò T äëÿ íèõ áûñòðî óáûâàåò.

Áîëüøèå s ñîîòâåòñòâóþò óãëîâûì êâàäðóïëåòàì (k1 ∼ −k2, k3 ∼ −k4). Ýòè êâàä-

ðóïëåòû îáåñïå÷èâàþò íåïîñðåäñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó âîëíàìè, ðàñïîñòðà-

íÿþùèìèñÿ ïîä ðàçíûìè óãëàìè.

Ñåòêà äëÿ âû÷èñëåíèé
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Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà ìèíèìàëüíàÿ ñåòêà êâàäðóïëåòîâ, äàþùàÿ ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü

âû÷èñëåíèé. Êâàäðóïëåò çàäà¼òñÿ ëþáîé ïàðîé òî÷åê ñ îäèíàêîâûì ìîäóëåì s.
Âûáîð óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïî èçîëèíèÿì s îñíîâàí íà òîì, ÷òî åñòåñòâåí-

íûå âîëíîâûå ñïåêòðû âåñüìà ñèëüíî çàâèñÿò îò ÷àñòîòû. Ïîýòîìó òî÷êè âûáðàíû

ðàñïðåäåë¼ííûìè ðàâíîìåðíî ïî ìîäóëþ k, à íå ïî óãëó.

Óðàâíåíèå Õàññåëüìàííà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
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= 2πg3/2k19/2
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k̃1,k̃3
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k̃
−23
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1 ×

× (NN3N4 + N2N3N4 − NN2N3 − NN2N4) δ(s − s′) dk̃1 dk̃3

Ïåðåìåííûå â ýòîì óðàâíåíèè ñâÿçàíû ðåçîíàíñíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Âåêòîð k̃1 ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð k íîðìèðîâàííûé íà k̃B. Ïîñëåäíèé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïåðåìåííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ. k̃3 � ýòî âåêòîð k3 íîðìèðîâàííûé íà k̃B.

Ìîäóëü s îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòàìè, ω1, ω2 â òî âðåìÿ êàê s′ îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòàìè ω3,

ω4. Äåëüòà-�óíêöèÿ îáåñïå÷èâàåò èõ ðàâåíñòâî.

Ìåòðèêà

Èíòåãðèðîâàíèå ïî êâàäðóïëåòàì òðåáóåò ââåäåíèÿ ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâå êâàä-

ðóïëåòîâ. Ìû íå ìîæåì îáúÿâèòü êàêèå-òî îòäåëüíûå êâàäðóïëåòû "íåñóùåñòâåííû-

ìè"îñíîâûâàÿñü íà èõ ìàëîì âêëàäå â èíòåãðàë âçàèìîäåéñòâèé, ïîñêîëüêó ìîæåò

îêàçàòüñÿ, ÷òî òàêèõ êâàäðóïëåòîâ ìíîãî.

Îòäåëüíî âñòà¼ò âîïðîñ î "ñõîäñòâå"ìåæäó êâàäðóïëåòàìè: íàñêîëüêî áëèçêè äîëæíû

áûòü êâàäðóïëåòû, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî îáúåäèíèòü â îäíó ÿ÷åéêó ñåòêè. Ïðàêòèêà

ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿ÷åéêè ñåòêè ìîæíî äåëàòü äîâîëüíî áîëüøèìè áåç ñóùåñòâåííîé

ïîòåðè òî÷íîñòè.

Ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò íàì èñïîëüçîâàòü âìå-

ñòî îòäåëüíûõ òî÷åê ñåòêè ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè k̃ íà ÿ÷åéêè è èñïîëüçîâàòü ïðè èíòå-

ãðèðîâàíèè íåïîðåäñòâåííî ïëîùàäè ýòèõ ÿ÷ååê. Òàêîé ïîäõîä ïîëåçåí è ïðè óñòðàíå-

íèè ñèíãóëÿðíîñòå êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû.

Â ïðèâåä¼ííîì âûøå èíòåãðàëå dk̃1 è dk̃3 ñîîòâåòñòâóþò ïëîùàäÿì ÿ÷ååê ñåòêè, à

δ(s − s′) � îáðàòíîìó çíà÷åíèþ øàãà ñåòêè ïî s.

Êàê ñðàâíèòü çíà÷èìîñòü êâàäðóïëåòîâ?

Äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé âîçìîæíî ïóò¼ì óñòðàíåíèÿ èç íèõ íåñó-

ùåñòâåííûõ êâàäðóïëåòîâ. Íåêîòîðûå êâàäðóïëåòû íå âíîñÿò âêëàäà â èíòåãðàë èç-çà

ìàëîãî çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà T , äðóãèå � ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ïðè÷èíàì.

Òèïè÷íûå ðåøåíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ êîëìîãîðîâñêèé ñïåêòð ε = ω−4
. �èñóíîê íèæå

ïîêàçûâàåò âêëàä êâàäðóïëåòîâ ñ ðàçëè÷íûìè s â ïåðåäà÷ó ýíåðãèè â ýòîì ñïåêòðå. Íà

í¼ì ïðîñòðàíñòâî êâàäðóïëåòîâ ðàçäåëåíî íà 10 ÷àñòåé, âêëàäû âñåõ ÷àñòåé îäèíàêîâû.
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Öåíòðàëüíàÿ òî÷êà

1. Îêðåñòíîñòü öåíòðàëüíîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëüøóþ îáëàñòü, ãäå s ïî÷òè

íå ìåíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, ïðè ñìåùåíèè îò öåòðàëüíîé òî÷êè äâà âîëíîâûõ âåêòîðà

ìåíÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì è â ïåðâîì ïîðÿäêå ýòè èçìåíåíèÿ êîìïåíñèðó-

þòñÿ.

2. Êîý��èöèåíò T â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè âåëèê.

3. Ôîðìà èçîëèíèéf s = lines òàêîâà, ÷òî öåíòðàëüíàÿ îáëàñòü âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî
ñ óçêîé îáëàñòüþ âäîëü êðèâîé Ôèëëèïñà.

Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ çíà÷èìîñòü öåíòðàëüíîé òî÷êè è âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ íåé îáëàñòè

êðèâîé Ôèëëèïñà.

Ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà DIA ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ýòèõ ñâîéñòâ öåíòðàëüíîé òî÷êè.

�èñóíîê èçîáðàæàåò îáëàñòü öåíòðà. Ïîêàçàíû èçîëèíèè s è êâàäðóïëåò DIA.
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Êîý��èöèåíò T

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ñåðèÿ ãðà�èêîâ êîý��èöèåíòà T äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð òî÷åê

âîñüì¼ðêè Ôèëëèïñà. Âåðõíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîé òî÷êå.
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Âèäíî, ÷òî òûëüíàÿ ñòîðîíà âîñüì¼ðêè ïðàêòè÷åñêè íå ó÷àñòâóåò âî âçàèìîäåéñòâèè.

Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áëèçêèìè òî÷êàìè ìàëî ïî ãåîìåòðè÷åñêèì ïðè÷èíàì; òàêèì

îáðàçîì, îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó öåíòðîì âîñüì¼ðêè è å¼ áîêîâîé

÷àñòüþ.

�åàëüíûé ãðà�èê ðàñïðåäåëåíèÿ âçàèìäåéñòâèé íà "âîñüì¼ðêå"âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
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