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Постановка точной задачи

𝜕𝑓+

𝜕𝑡
+ ҧ𝑣∇ ҧ𝑥𝑓

+ −
𝑞𝑛

𝑚+
∇ ҧ𝑥𝜑∇ത𝑣𝑓

+ = 0

𝜕𝑓−

𝜕𝑡
+ ҧ𝑣∇ ҧ𝑥𝑓

− +
𝑞

𝑚−
∇ ҧ𝑥𝜑∇ത𝑣𝑓

− = 0

Δ ҧ𝑥𝜑 = −4πq න

𝑅3

(𝑛 𝑓+ ҧ𝑥, ҧ𝑣, 𝑡 − 𝑓− ҧ𝑥, ҧ𝑣, 𝑡 ) ⅆ ҧ𝑣

𝑓± = 𝑓± ҧ𝑥, ҧ𝑣, 𝑡 ≥ 0; 𝑓± ҧ𝑥, ҧ𝑣, 0 = 𝑓0
± (ഥ𝑥, ҧ𝑣)

𝑓± → 0 при ҧ𝑣 → ∞
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Сферически симметричный случай 

𝜕𝑓+

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑓+

𝜕𝑟
−
𝑞𝑛

𝑚+

𝜕𝜑

𝜕𝑟

𝜕𝑓+

𝜕𝑣
= 0

𝜕𝑓−

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑓−

𝜕𝑟
+

𝑞

𝑚−

𝜕𝜑

𝜕𝑟

𝜕𝑓−

𝜕𝑣
= 0

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝜑

𝜕𝑟
= −16𝜋2𝑞න

0

∞

𝑛𝑓+ 𝑟, 𝑣, 𝑡 − 𝑓− 𝑟, 𝑣, 𝑡 𝑣2 ⅆ𝑣

𝑓± = 𝑓± 𝑟, 𝑣, 𝑡 ≥ 0; 𝑓± 𝑟, 𝑣, 0 = 𝑓0
± (𝑟, 𝑣)

𝑓± → 0 при 𝑣 → ∞
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Закон сохранения энергии

𝐸 ≡ 8𝜋2න

0

∞

න

0

∞

(𝑚+𝑓
+ +𝑚−𝑓

−)𝑣4𝑟2 ⅆ𝑟ⅆ𝑣 +

+
1

2
න

0

∞
𝜕𝜑

𝜕𝑟

2

𝑟2ⅆ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Интегралы движения

𝐶± ≡ 16𝜋2න

0

∞

න

0

∞

Φ± 𝑓± 𝑣2𝑟2ⅆ𝑣ⅆ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑓±,
𝜕𝜑

𝜕𝑟
→ 0 при 𝑟 → ∞ или периодичны по 𝑟
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Стационарные решения

𝑓± = 𝑓±0 𝑣 , 𝜑 = 𝜑0 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑛න
0

∞

𝑓+0𝑣2ⅆ𝑣 =න
0

∞

𝑓−0 𝑣2ⅆ𝑣

𝑓±0 → 0 при 𝑣 → ∞
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Формулировка линеаризованной задачи

𝜕𝑓+′

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑓+′

𝜕𝑟
−
𝑞𝑛

𝑚+

𝜕𝜑′

𝜕𝑟

𝜕𝑓+0

𝜕𝑣
= 0

𝜕𝑓−′

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑓−′

𝜕𝑟
+

𝑞

𝑚−

𝜕𝜑′

𝜕𝑟

𝜕𝑓−0

𝜕𝑣
= 0

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝜑′

𝜕𝑟
= −16𝜋2𝑞න

0

∞

൫𝑛𝑓+′ − )𝑓−′ 𝑣2ⅆ𝑣

𝑓±′ 𝑟, 𝑣, 0 = 𝑓0
±′ (𝑟, 𝑣)

𝑓±′ → 0 при 𝑣 → ∞
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𝐸1 ≡ 8𝜋2න

0

∞

න

0

∞

൭
ⅆ2Φ+

ⅆ𝑓+2
𝑓+0 𝑓+′2 + ቇ

ⅆ2Φ−

ⅆ𝑓−2
𝑓−0 𝑓−′2 𝑣2𝑟2ⅆ𝑣ⅆ𝑟 +

+
1

2
න

0

∞
𝜕𝜑′

𝜕𝑟

2

𝑟2ⅆ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑓±′,
𝜕𝜑′

𝜕𝑟
→ 0 при 𝑟 → ∞ или периодичны по 𝑟

Линейный аналог функционала энергии

ⅆΦ+

ⅆ𝑓+
𝑓+0 = −

𝑞𝜑0𝑛

2
−
𝑣2𝑚+

2

ⅆΦ−

ⅆ𝑓−
𝑓−0 =

𝑞𝜑0

2
−
𝑣2𝑚−
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Достаточные условия линейной устойчивости 
(теорема Ньюкомба-Гарднера-Розенблюта)

ⅆ2Φ+

ⅆ𝑓+2
𝑓+0 ≥ 0 ⟹ 𝑣

ⅆ𝑓+0

ⅆ𝑣
≤ 0

ⅆ2Φ−

ⅆ𝑓−2
(𝑓−0) ≥ 0 ⟹ 𝑣

ⅆ𝑓−0

ⅆ𝑣
≤ 0
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Контрпример к теореме Ньюкомба-Гарднера и критерию 
Пенроуза

𝑓+′ = 𝑓1
+′ 𝑟, 𝑣 𝑒𝛼𝑡

𝑓−′ = 𝑓1
−′ 𝑟, 𝑣 𝑒𝛼𝑡

𝜑′ = 𝑐𝑒𝛼𝑡 , 𝑐 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑓+′ = 𝑒
𝛼 𝑡−

𝑟
𝑣 −𝑣

𝑓−′ = 𝑛𝑒
𝛼 𝑡−

𝑟
𝑣 −𝑣

𝜑′ = 𝑐𝑒𝛼𝑡, 𝑐 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑓+0 𝑣 =
1 + 𝑣2

𝑒𝑣
2 , 𝑓−0 𝑣 = 𝑛

1 + 𝑣2

𝑒𝑣
2

𝜑 = 𝜑0 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Стационарные решения
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Гидродинамическая подстановка

𝑣 = 𝑢+ 𝑟, 𝜆, 𝑡 ;

ⅆ𝜆

ⅆ𝑡
= 0;

𝑔± 𝑟, 𝑣, 𝑡 = 𝜌± 𝑟, 𝜆, 𝑡
𝜕𝑢±

𝜕𝜆
𝑟, 𝜆, 𝑡

−1

𝜕𝑢±

𝜕𝜆
𝑟, 𝜆, 𝑡 ≠ 0;

𝑔− ≡ 𝑣2𝑟2𝑓−, 𝑣 = 𝑢− 𝑟, 𝜆, 𝑡𝑔+ ≡ 𝑣2𝑟2𝑓+,

𝜆 ∈ ሾ0, )∞

10



Постановка точной задачи в новых переменных

𝜕𝑢+

𝜕𝑡
+ 𝑢+

𝜕𝑢+

𝜕𝑟
= −

𝑞𝑛

𝑚+

𝜕𝜑

𝜕𝑟
𝜕𝑢−

𝜕𝑡
+ 𝑢−

𝜕𝑢−

𝜕𝑟
=

𝑞

𝑚−

𝜕𝜑

𝜕𝑟

𝜕𝜌+

𝜕𝑡
+
𝜕 𝑢+𝜌+

𝜕𝑟
= 0

𝜕𝜌−

𝜕𝑡
+
𝜕 𝑢−𝜌−

𝜕𝑟
= 0

𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝜑

𝜕𝑟
= −16𝜋2𝑞න

0

∞

𝑛𝜌+ − 𝜌− ⅆ𝜆

𝜌± → 0 при 𝜆 → ∞

𝑢± 𝑟, 𝜆, 0 = 𝑢0
± 𝑟, 𝜆 , 𝜌± 𝑟, 𝜆, 0 = 𝜌0

± 𝑟, 𝜆
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Вспомогательные уравнения

𝜕2𝑢±

𝜕𝜆𝜕𝑡
+
𝜕𝑢±

𝜕𝜆

𝜕𝑢±

𝜕𝑟
+ 𝑢±

𝜕2𝑢±

𝜕𝜆𝜕𝑟
= 0

𝜅± ≡ 𝜌±
𝜕𝑢±

𝜕𝜆

−1

≥ 0:
𝜕𝜅±

𝜕𝑡
+ 𝑢±

𝜕𝜅±

𝜕𝑟
= 0
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Закон сохранения энергии

𝐸2 ≡ 8𝜋2න

0

∞

න

0

∞

൫𝑚+𝜌
+𝑢+2 +𝑚− )𝜌−𝑢−2 ⅆ𝜆dr +

+
1

2
න

0

∞
𝜕𝜑

𝜕𝑟

2

𝑟2ⅆ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Интегралы движения

𝐶1
± ≡ 16𝜋2න

0

∞

න

0

∞

Φ1
± 𝜅±

𝜕𝑢±

𝜕𝜆
ⅆ𝜆ⅆ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜌±, 𝑢±,
𝜕𝜑

𝜕𝑟
→ 0 при 𝑟 → ∞ или периодичны по 𝑟
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Стационарные решения

𝜑 = 𝜑0 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜅±0 ≡ 𝜌±0
ⅆ𝑢±0

ⅆ𝜆

−1

≥ 0

Стационарные вспомогательные 
функции

𝑛න
0

∞

𝜌+0ⅆ𝜆 = න
0

∞

𝜌−0ⅆ𝜆

𝜌±0 → 0 при 𝜆 → ∞

𝑢± = 𝑢±0 𝜆 , 𝜌± = 𝜌±0 𝜆 ≥ 0,
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Формулировка линеаризованной задачи

𝜕𝑢+′

𝜕𝑡
+ 𝑢+0

𝜕𝑢+′

𝜕𝑟
= −

𝑞𝑛

𝑚+

𝜕𝜑′

𝜕𝑟
𝜕𝑢−′

𝜕𝑡
+ 𝑢−0

𝜕𝑢−′

𝜕𝑟
=

𝑞

𝑚−

𝜕𝜑′

𝜕𝑟

𝜕𝜌+′

𝜕𝑡
+ 𝑢+0

𝜕𝜌+′

𝜕𝑟
+ 𝜌+0

𝜕𝑢+′

𝜕𝑟
= 0

𝜕𝜌−′

𝜕𝑡
+ 𝑢−0

𝜕𝜌−′

𝜕𝑟
+ 𝜌−0

𝜕𝑢−′

𝜕𝑟
= 0

𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝜑′

𝜕𝑟
= −16𝜋2𝑞න

0

∞

𝑛𝜌+′(𝑟, 𝜆, 𝑡) − 𝜌−′(𝑟, 𝜆, 𝑡) ⅆ𝜆

𝜌±′ 𝑟, 𝜆, 0 = 𝜌0
±′(𝑟, 𝜆)

𝜌±′ → 0 при 𝜆 → ∞

𝑢±′ 𝑟, 𝜆, 0 = 𝑢0
±′ 𝑟, 𝜆 ,
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Линеаризованные вспомогательные уравнения

𝜕2𝑢±′

𝜕𝜆𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝜆
𝑢±0

𝜕𝑢±′

𝜕𝑟
= 0

𝜕𝜅±′

𝜕𝑡
+ 𝑢±0

𝜕𝜅±′

𝜕𝑟
= 0𝜅±′ =

𝜌±′

𝑑𝑢±0

𝑑𝜆

−
𝜌±0

𝑑𝑢±0

𝑑𝜆

2

𝜕𝑢±′

𝜕𝜆
:
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Линейный аналог функционала энергии

𝐸3 ≡ 8𝜋2න

0

∞

න

0

∞ 𝑚+𝜌
+0𝑢+′2 + 2𝑚+𝑢

+0𝜌+′𝑢+′ +𝑚−𝜌
−0𝑢−′2 + 2𝑚−𝑢

−0𝜌−′𝑢−′ +

+
ⅆ𝑢+0

ⅆ𝜆

ⅆ2Φ1
+

ⅆ𝜅+2
κ+0 𝜅+′2 +

ⅆ𝑢−0

ⅆ𝜆

ⅆ2Φ1
−

ⅆ𝜅−2
κ−0 𝜅−′2

ⅆ𝜆ⅆ𝑟 +

+
1

2
න

0

∞
𝜕𝜑′

𝜕𝑟

2

𝑟2ⅆ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜌±′, 𝑢±′,
𝜕𝜑′

𝜕𝑟
→ 0 при 𝑟 → ∞ или периодичны по 𝑟

ⅆΦ1
+

ⅆ𝜅+
𝜅+0 = −

𝑞𝜑0𝑛

2
−

𝑢+0 2𝑚+

2
,
ⅆΦ1

−

ⅆ𝜅−
𝜅−0 =

𝑞𝜑0

2
−

𝑢−0 2𝑚−

2
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න

0

∞

ቚ𝑢±0κ±0𝑢±′2
𝜆→+∞

− ቚ𝑢±0κ±0𝑢±′2
𝜆=0

ⅆ𝑟 → 0

𝐸3 = −8𝜋2න

0

∞

න

0

∞

𝑚+𝑢
+0
ⅆκ+0

ⅆ𝜆
𝑢+′2 +𝑚−𝑢

−0
ⅆκ−0

ⅆ𝜆
𝑢−′2 ⅆ𝜆ⅆ𝑟 +

1

2
න

0

∞
𝜕𝜑′

𝜕𝑟

2

𝑟2ⅆ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜅±′ = 0 ⟹ 𝜌±′ = κ±0
𝜕𝑢±′

𝜕𝜆

Достаточные условия линейной устойчивости

𝑢+0
ⅆκ+0

ⅆ𝑢+0
≤ 0, 𝑢−0

ⅆκ−0

ⅆ𝑢−0
≤ 0
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Поля лагранжевых смещений

𝜉+ = 𝜉+ 𝑟, 𝜆, 𝑡 :
𝜕𝜉+

𝜕𝑡
= 𝑢+′ − 𝑢+0

𝜕𝜉+

𝜕𝑟

𝜉− = 𝜉− 𝑟, 𝜆, 𝑡 :
𝜕𝜉−

𝜕𝑡
= 𝑢−′ − 𝑢−0

𝜕𝜉−

𝜕𝑟

Преобразованная линеаризованная задача
𝜕2𝜉+

𝜕𝑡2
+ 2𝑢+0

𝜕2𝜉+

𝜕𝑟𝜕𝑡
+ 𝑢+0 2

𝜕2𝜉+

𝜕𝑟2
= −

𝑞𝑛

𝑚+

𝜕𝜑′

𝜕𝑟
𝜕2𝜉−

𝜕𝑡2
+ 2𝑢−0

𝜕2𝜉−

𝜕𝑟𝜕𝑡
+ 𝑢−0 2

𝜕2𝜉−

𝜕𝑟2
=

𝑞

𝑚−

𝜕𝜑′

𝜕𝑟

𝜌−′ = −𝜌−0
𝜕𝜉−

𝜕𝑟
𝜌+′ = −𝜌+0

𝜕𝜉+

𝜕𝑟
,
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𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝜑′

𝜕𝑟
= −16𝜋2𝑞න

0

∞

−𝑛𝜌+0
𝜕𝜉+

𝜕𝑟
+ 𝜌−0

𝜕𝜉−

𝜕𝑟
ⅆ𝜆

𝜉± → 0 при 𝜆 → ∞

Вспомогательное соотношение

𝑟2
𝜕𝜑′

𝜕𝑟
= −16𝜋2𝑞න

0

∞

(−𝑛𝜌+0𝜉+ + 𝜌−0𝜉−)ⅆ𝜆

𝜉± 𝑟, 𝜆, 0 = 𝜉0
± 𝑟, 𝜆 ,

𝜕𝜉±

𝜕𝑡
𝑟, 𝜆, 0 =

𝜕𝜉±

𝜕𝑡
0

𝑟, 𝜆
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Преобразованный линейный аналог интеграла энергии

𝐸3 ≡ 8𝜋2න

0

∞

න

0

∞

𝑚+𝜌
+0

𝜕𝜉+

𝜕𝑡

2

− 𝑢+0 2
𝜕𝜉+

𝜕𝑟

2

ⅆ𝜆ⅆ𝑟 +

+8𝜋2න

0

∞

න

0

∞

𝑚−𝜌
−0

𝜕𝜉−

𝜕𝑡

2

− 𝑢−0 2
𝜕𝜉−

𝜕𝑟

2

ⅆ𝜆ⅆ𝑟 +

+
1

2
න

0

∞
𝜕𝜑′

𝜕𝑟

2

𝑟2ⅆ𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜉±,
𝜕𝜑′

𝜕𝑟
→ 0 при 𝑟 → ∞ или периодичны по 𝑟
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Функционал Ляпунова 

M ≡ 16𝜋2න

0

∞

න

0

∞

𝑚+𝜌
+0𝜉+2 +𝑚−𝜌

−0𝜉−2 ⅆ𝜆ⅆ𝑟

ⅆ𝑀

ⅆ𝑡
= 32𝜋2න

0

∞

න

0

∞

𝑚+𝜌
+0𝜉+

𝜕𝜉+

𝜕𝑡
+ 𝑚−𝜌

−0𝜉−
𝜕𝜉−

𝜕𝑡
ⅆ𝜆ⅆ𝑟

ⅆ2𝑀

ⅆ𝑡2
= 32𝜋2න

0

∞

න

0

∞
𝑚+𝜌

+0
𝜕𝜉+

𝜕𝑡

2

+ 𝜉+
𝜕2𝜉+

𝜕𝑡2
+

+𝑚−𝜌
−0

𝜕𝜉−

𝜕𝑡

2

+ 𝜉−
𝜕2𝜉−

𝜕𝑡2

ⅆ𝜆ⅆ𝑟
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ⅆ2𝑀

ⅆ𝑡2
− 2𝜈

ⅆ𝑀

ⅆ𝑡
+ 2𝜈2𝑀 =

= 32𝜋2න

0

∞

න

0

∞
𝑚+𝜌

+0
𝜕𝜉+

𝜕𝑡

2

+ 𝜉+
𝜕2𝜉+

𝜕𝑡2
+

+𝑚−𝜌
−0

𝜕𝜉−

𝜕𝑡

2

+ 𝜉−
𝜕2𝜉−

𝜕𝑡2

ⅆ𝑟ⅆ𝜆 −

− 64𝜈𝜋2න

0

∞

න

0

∞

𝑚+𝜌
+0𝜉+

𝜕𝜉+

𝜕𝑡
+ 𝑚−𝜌

−0𝜉−
𝜕𝜉−

𝜕𝑡
ⅆ𝜆ⅆ𝑟 +

+32𝜋2𝜈2න

0

∞

න

0

∞

𝑚+𝜌
+0𝜉+2 +𝑚−𝜌

−0𝜉−2 ⅆ𝜆ⅆ𝑟 ≥
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≥ −2න

0

∞
𝜕𝜑′

𝜕𝑟

2

𝑟2ⅆ𝑟

𝜕𝜑′

𝜕𝑟
𝑟2

2

= 256𝜋4𝑞2 න

0

∞

𝑛𝜉+𝜌+0 ⅆ𝜆

2

−

−2 ൪න

0

∞

𝑛𝜉+𝜌+0 ⅆ𝜆න

0

∞

𝑛𝜉−𝜌−0 ⅆ𝜆 + න

0

∞

𝜉−𝜌−0 ⅆ𝜆

2

≤

≤
512𝜋4𝑞2𝑛2

𝑚−
ቂ0

∞
𝜌+0ⅆ𝜆 0

∞
𝑚+𝜌

+0𝜉+2 +𝑚−𝜌
−0𝜉−2 ሿⅆ𝜆
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𝛼1
′ ≡

32𝜋2𝑞2𝑛2

𝑚−
0
∞
𝑓+0𝑣2ⅆ𝑣

𝑑2𝑀

𝑑𝑡2
− 2𝜈

𝑑𝑀

𝑑𝑡
+ 2𝜈2𝑀 ≥−2𝛼1

′ 𝑀

𝜕𝜑′

𝜕𝑟

2

𝑟2 ≤
512𝜋4𝑞2𝑛2

𝑚−
න
0

∞

𝑓+0𝑣2ⅆ𝑣 න
0

∞

𝑚+𝜌
+0𝜉+2 +𝑚−𝜌

−0𝜉−2 ⅆ𝜆
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Основное дифференциальное неравенство

ⅆ2𝑀

ⅆ𝑡2
− 2𝜈

ⅆ𝑀

ⅆ𝑡
+ 2 𝜈2 + 𝛼1

′ 𝑀 ≥ 0

𝑀
2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′

> 0; 𝑛 = 0,1,2…

Дополнительные условия

ⅆ𝑀

ⅆ𝑡

2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′

≥ 2 𝜈 +
𝛼1
′

𝜈
M

2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′
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ⅆ𝑀

ⅆ𝑡
0 ≥ 2 𝜈 +

𝛼1
′

𝜈
M 0

𝑀
2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′

= 𝑀 0 exp
2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′

ⅆ𝑀

ⅆ𝑡

2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′

=
ⅆ𝑀

ⅆ𝑡
0 exp

2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′

Априорная оценка снизу

𝑀 𝑡 ≥ 𝐶exp 𝜈𝑡 , 𝐶 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0

𝑀 0 > 0,
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Контрпример к теореме Ньюкомба−Гарднера и критерию 
Пенроуза

𝜉+ = 𝜉1
+ 𝑟, 𝜆 𝑒𝛼𝑡

𝜉− = 𝜉1
− 𝑟, 𝜆 𝑒𝛼𝑡

𝜑′ = 𝜑1𝑒
𝛼𝑡, 𝜑1≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜉+ = 𝑒
𝛼(𝑡−

𝑟
𝜆
)
𝑒−𝜆

2
1 + 𝑟

𝜉− = 𝑒
𝛼(𝑡−

𝑟
𝜆
)
𝑒−𝜆

2
1 + 𝑟

𝑢±0 𝜆 = 𝜆, 𝜌+0 𝜆 =
1 + 𝜆2

𝑒𝜆
2 , 𝜌−0 𝜆 = 𝑛

1 + 𝜆2

𝑒𝜆
2

𝜑0 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Стационарные решения

𝜑′ = 𝜑1𝑒
𝛼𝑡, 𝜑1≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
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Условия линейной практической неустойчивости

𝑀
2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′

> 0; 𝑛 = 0,1,2…

ⅆ𝑀

ⅆ𝑡

2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′

≥ 2 𝜈 +
𝛼1
′

𝜈
M

2𝜋𝑛

𝜈2 + 𝛼1
′
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Всякая равновесная конфигурация точечных 
зарядов неустойчива, если на них, кроме 

кулоновских сил притяжения и 
отталкивания, никакие другие силы не 

действуют

Теорема Ирншоу
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