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Подчеркнем 



On ship waves 
Sir William Thomson, Aug.1887 

1. Системы расходящихся и 
поперечных волн; 

2. Угол волнового конуса (угол 
Кельвина) не зависит от 
скорости 

3. Картина формируется очень 
быстро (`about two and a  half 
of wavelengths’ in words of 
Kelvin)

Остается проблема сглаживания сингулярностей  (“to blur, 
to smooth it down” Kelvin, Havelock, Lighthill, Lamb, 
Sretensky et al) в существенно двумерной задаче. Метод 
стац.фазы следует применять с большой осторожностью 



Wave wakes in dispersive media 
ab ovo 

Нет дисперсии Cp=Cg 
 

 1
sin 𝑘𝑥 𝑑𝑘 → 𝛿(𝑥)

∞

−∞

 

Отрицательная дисперсия, 
степенной закон 

𝐶𝑝
𝐶𝑔
 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 1 

Знакопеременная 
дисперсия. Многое можно 
получить аналитически 

Van Dyke, 1982 



Дисперсия изгибно-
гравитационных волн 

В дисперсионном соотношении нет параметров, остается только 
внешний параметр - скорость 

 

Q. Можно ли и как разделить изгибные и гравитационные волны? 
A. Полезно помнить и о фазовом Mp , и о групповом Mg  числах Маха 



О масштабах 
Небольшие Махи представляют практический 

интерес 

Северная Двина 
Лед около 10 cm, 
Фазовая скорость 
около 2 m/s (7.2 km/h) 

Нева у Дворцового моста, 08 марта 2018 
h=40 cm, Cp=6.7m/s,  
Аэросани до 50 km/h (13 m/s) 

Арктический лед.  
h=3 m, Cp=25 m/s,  
посадочная скорость 
~50 m/s 



Метод эталонных решений 
(see also Kelvin, 1906; Havelock, 1908; Gnevyshev & 

Badulin, 2017; ) 
Решение линейной проблемы в общем виде 

𝐹 =  𝐻 𝒌 exp i 𝜔 𝒌 𝑡 + 𝒌𝒙 𝑑𝒌 

Начальный импульс специальной формы (e.g. Kelvin, Havelock)  
Удобно взять гауссов импульс (Федорюк, 1987).   
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Фурье Гаусса   ⟺ Гауссов импульс 
Аппроксимируем аргумент экспоненты параболической 
поверхностью (пакет узкий) и смотрим распространение 
несущей гармоники (как в стац.фазе, но для несущей 
гармоники) 

Точечный пакет конечной ширины эллиптической формы 



𝜎 = 𝜅𝑥𝑀𝑝 + 𝜅 + 𝜅5 = 0 (*) -    условие стационарности 
Ищем условный экстремум (eq.*) фазы 𝜑 = 𝒌𝒙, время t – 
лагранжев множитель 

Лучи   𝜉 =
𝜕𝜔

𝜕𝜅𝑥
𝜏;  𝜂 =

𝜕𝜔

𝜕𝜅𝑦
𝜏  

На каждом луче волновое число постоянно. Для минимума 
фазовой скорости – угол Маха (фазовый) 

𝜉
𝜂 
𝜅𝑝

= ± 𝑀𝑝
2 − 1 

Что можно сказать о групповом 𝑀𝑔? 

Кинематика 
Лучевые уравнения (для несущей гармоники) 



Изофазы в до- и надкритических 
режимах 

Зеленый – фазовый Мах
Mажента – групповой Мах 
и «внутренние каустики» 
Черные точки – внешние 
каустики – угол Кельвина 

Каустики (𝛽𝑐) и фронты (Θ𝑐)  

Mp=2  Mp=4  

Mp=1.75 Mp=1.42 



Каустики 

𝜉𝜅 = 𝜂𝜅 = 0 
Два луча приходят в одну и ту же точку

Простая зависимость скорости от волнового числа на каустиках  

𝑀𝑝
𝑐𝑢𝑠𝑝

= 1.7527 – critical point 
𝜅𝑐𝑢𝑠𝑝=0.33167 

𝑴𝒑 → ∞ 
𝜿𝒄 →  𝟎, - грав. ветка. 
𝜿 → 𝜿𝒈 - угол Кельвина, 
групповой Мах как 
предел 



- объем 

Динамика 
Общие соотношения 

Эталонное решение 

- Гауссов импульс 

Аргумент экспоненты – положительно определенная 
квадратичная форма 

За дисперсию отвечают все вторые производные 
𝜑0 = 𝑘𝑥 + 𝑙𝑦 - фаза 



Динамика и углы Маха 

𝐷2 = (1 − 𝐴)2+𝐵2 - объем волнового пакета 
A~t2  - общий случай, цилиндрическая расходимость + 
дисперсия Amplitude~r -1 

B~t  - затухание более медленное Amplitude~r -1/2 

𝐴 = 𝜏2𝐸2 𝜅4 − 𝜅𝑔
4 ;  

На групповом Махе 𝜅𝑔, дисперсия исчезает  
(𝐸 = Δ𝑥Δ𝑦 - Спектральная ширина 2-мерного пакета) 
На фазовом Махе фаза 𝜑0 = 𝑘𝑥 + 𝑙𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
𝐹~

1

𝐷
𝑐𝑜𝑠 𝜑0 + 𝜑1         

Остается зависящая от координат «стац.фазовская» 𝜑1 

Решение зависит от формы источника (эксцентриситет) 
 



Амплитуда 
a1/3 

𝛼 =
Δ𝑦
Δ𝑥
  − length − to − beam ratio 

𝑀𝑝=1.417 𝑀𝑝=1.75 

Bulldozing? Эталонные решения начинают 
работать раньше, чем стац.фаза? 



Амплитуда 
a1 

𝛼 =
Δ𝑦
Δ𝑥
  − length − to − beam ratio 

𝑀𝑝=1.417 𝑀𝑝=1.75 

Circular source is still wide 



Амплитуда 
a3 

𝛼 =
Δ𝑦
Δ𝑥
  − length − to − beam ratio 

𝑀𝑝=1.417 𝑀𝑝=1.75 

Elongated source. On the way to the group Mach cone 



Фаза 𝜑1 (стац.фаза) и волновая 
поверхность 

Фаза изменяется непрерывно на границе разных 
волновых систем (см. метод стац.фазы) 

Круглый источник (a=1),                         - появление каустик 𝑀𝑝=1.75 



1. Исследована кинематика стационарного волнового следа; 
2. С помощью метода эталонных решений получены 

выражения для амплитуд; 
3. Рассмотрены эффекты аномально медленного убывания 

амплитуды (квази-дисперсии) 
4. Продемонстрированы особенности волнового следа для 

источников разной формы 
5. Показано соответствие (качественное) результатам, 

полученным с помощью метода стационарной фазы    

Summary 



Thank you 
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