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Повторяемость аномальных волн

Начало нашего интереса к этой теме связяно с задачей о
повторяемости аномальных волн.

Повторяемость наблюдалась в экспериментах на поверхности
воды [Onorato et al ’13], в оптических волокнах [Trillo et al ’18],
and фоторефрактивных кристаллах [Pierangeli et al. ’18].
Последний из упомянутых экспериментов был проведен в
Римском университете отчасти для проверки применимости
Нелинейного уравнения Шредингера для описания
модуляционной неустойчивости в оптических кристаллах.
Мы – П.Г. Гриневич и П.М. Сантини выступали в роли
теоретической группы
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Аномальные волны – специальные решения
фокусирующего НУШ

В нашем случае математическая модель аномальных волн –
решения фокусирующего Нелинейнго уравнения Шредингера
(НУШ)

iut + uxx + 2u2ū = 0 u = u(x , t),

со специальными начальными условиями. Данные Коши –
малые возмущения неустойчивого фона.
Мы работаем с периодическими по пространственной
переменной граничными условиями.

u(x + L, t) = u(x , t),

и данные Коши имеют вид:

u(x , 0) = a + εv(x), v(x + L) ≡ v(x), |ε| � 1,

v(x) =
∑
j≥1

(
cje

ikjx + c−je
−ikjx

)
, kj =

2π
L
j , |cj | = O(1).
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Линейная теория возмущений.

Неустойчивый фон (ε = 0):

u0(x , t) = ae2i |a|
2t .

При этом первые N гармоник возмущения неустойчивы, где

N =

[
|a|L
π

]
с инкрементами:

σj = |a|kj
√

4|a|2 − k2j , 1 ≤ j ≤ N,

Остальные моды устойчивы.
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Начальные данные – малое возмущения неустойчивого
фона.

Периодическая задача для НУШ решается с помощью
конечнозонного интегрирования. Однако тета-функциональные
формулы сложны.

Для специальных данных Коши спектральная кривая
(риманова поверхность блоховской функции) близка к
рациональной. Для этого случая нами (П.Г. - П.М.С.) были
вычислены в главном порядке все ингредиенты
тета-функциональных формул – матрица Римана, вектора
периодов мероморфных дифференциалов, преобразование
Абеля данных Коши, вектор римановых констант.

Оказалось, что получающиеся приближенные решения в
элементарных функциях хорошо согласуются с результатами
численного счета, при этом теория остается существенно
нелинейной.
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Явные формулы.

Невозмущенная спектральная кривая Γ0 (для a = 1) задается
уравнением µ2 = λ2 + 1.
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Используемая аппроксимация.

Трехэтапное упрощение:

Шаг 1: Конечнозонное приближение. Мы закрываем
бесконечное число зон, отвечающих устойчивым модам,
сохраняя только 2N зон отвечающих неустойчивым модам;
Шаг 2. Явная аналитическая аппроксимация всех
параметров θ-функциональных решений.
Шаг 3. Элементарная аппроксимация θ-функций Римана.
Поскольку в задаче есть малый параметр ε, в каждый
момент времени достаточно суммировать лишь по
подмножеству набора 4N точек, являющихся вершинами
элементарного гиперкуба в многомерной решетке,
содержащего точку траектории. В результате ось времени
распадается на интервалы, на каждом из которых решение
аппроксимируется N (t)-солитонными решениям
Ахмедиевского типа.
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Аппроксимирующая конечнозонная спектральная кривая
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Возмущения вещественных резонансных точек отвечают
устойчивым возмущениям начальных условий и мы ими
пренебрегаем.
Возмущения чисто мнимых резонансных точек отвечают
неустойчивым модам, и мы их оставляем. Их конечное число.
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Пространственно-двумерные бризеры

Нелинейное уравнение Шредингера интегрируемо только в
пространственно-одномерном случае. Вопрос о том, насколько
одномерное приближение применимо в реальных физических
задачах, достаточно деликатен.

Естественно поставить вопрос, что можно сделать в
пространственно-многомерном случае.
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Пространственно-двумерные бризеры – трудности

Физически осмысленных интегрируемых систем более чем
с одной пространственной переменной не так много.
В многомерии интегрируемые системы, как правило,
нелокальны. Для заданий однозначной динамики нужно
накладывать дополнительные ограничения.
В отличие от одномерного случая, построение
спектральной кривой далеко не тривиально (Тайманов,
Кричевер).
Если в одномерном случае спектральные кривые –
разветвленные накрытия над поверхностью спектрального
параметра, то в двумерном случае возникают поверхности
общего вида (впервые это продемонстрировал Кричевер в
1976 году) и нет таких удобных параметров для их
описания, как точки ветвления.
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Аномальные волны в уравнении Дэви-Стюардсона

Уравнении Дэви-Стюардсона – интегрируемая система в
размерности 2+1.

iut + uxx − ν2uyy + 2ηqu = 0, η = ±1, ν2 = ±1,
qxx + ν2qyy =

(
|u|2
)
xx
− ν2

(
|u|2
)
yy
,

u = u(x , y , t) ∈ C, q = q(x , y , t) ∈ R,

Представление нулевой кривизны

ν ~ψy = iσ3 ~ψx + U ~ψ,

~ψt = 2iσ3 ~ψxx + 2U ~ψx + V ~ψ,

где

σ3 =

[
1 0
0 −1

]
,U =

[
0 u
−ηū 0

]
,V =

[
−η(w − iq) ux − iνuy
−η(ūx + iνūy ) −η(w + iq)

]
,

νwy = (q − |u|2)x , wx = −ν(q + |u|2)y .
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Вещественные формы уравнения Дэви-Стюардсона

НУШ:

iut + uxx + 2u2ū = 0, фокусирующий НУШ,

ДС:

iut + uxx − ν2uyy + 2ηqu = 0, η = ±1, ν2 = ±1,
qxx + ν2qyy =

(
|u|2
)
xx
− ν2

(
|u|2
)
yy
,

u = u(x , y , t) ∈ C, q = q(x , y , t) ∈ R,

ДС1: ν = i , спектральная задача – гиперболическая;
Дефокусирующий ДС2: ν = 1, η = −1, спектральная
задача – эллиптическая;
Фокусирующий ДС2: ν = 1, η = 1, спектральная задача –
эллиптическая.

Для фокусирующего ДС2 с двоякопериодическими граничными
условиями можно построить теорию аномальных волн,
аналогичную построенной для НУШ (Гриневич–Santini).
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Учет нелокальности ДС2

В уравнении ДС2 присутствует нелокальный член:

qxx + qyy =
(
|u|2
)
xx
−
(
|u|2
)
yy
,

при этом функция q определена с точностью до произвольной
константы интегрирования

q(x , y , t)→ q(x , y , t) + f (t).

К счастью, добавление этой константы эквивалентно
калибровочному преобразованию:

u(x , y , t)→ u(x , y , t) exp

(
−i η

2

∫ t

f (τ)dτ

)
.

Без потери общности можно положить∫∫
T 2

q(x , y , t)dxdy = 0, для всех t.
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Периодическая задача для двумерного оператора Дирака 2-D и
соответствующие решения ДС2 обсуждались в серии работ
Тайманова (частью с С.П. Царевым и Р.М. Матуевым):

Приложения к геометрии торов в R3 и R4;
Доказательство существования спектральной кривой с
использованием резульатов Келдыша;
Построение сингулярных решений с использованием
конформных преобразований R4;
Применение преобразований Мутара к построению
решений ДС2 .

Мы используем подход к построению спектральной кривой,
развитый Кричевером для двумерного оператора Шредингера
при одной энергии.
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Задача Коши для аномальных волн

Мы рассматриваем следующую задачу Коши:

u(x , y , 0) = 1 + εv0(x , y), ε ∈ R, ε� 1,
v0(x + Lx , y) = v0(x , y + Ly ) = v0(x , y).

Разложим v0(x , y) в ряд Фурье:

v0(x , y) =
∑

nx ,ny 6=(0,0)

cnx ,ny e
i(kxx+kyy),

где

kx = nx
2π
Lx
, ky = nx

2π
Ly
, nx , nx ∈ Z.

Неустойчивые моды: k2x + k2y < 4.
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Резонансные пары

Спектральная кривая получается приклейкой тонких ручек к
резонансным парам на плоскости

1 Резонансные пары, отвечающие неустойчивым модам
k2x + k2y < 4:

τ1 =
kx + iky

2

[
−1± i

√
4− k2x − k2y
k2x + k2y

]
, (1)

τ2 =
kx + iky

2

[
1± i

√
4− k2x − k2y
k2x + k2y

]
, |τ1| = |τ2| = 1

2 Резонансные пары, отвечающие устойчивым модам
k2x + k2y > 4 ;

τ1 =
kx + iky

2

[
−1 +

√
k2x + k2y − 4
k2x + k2y

]
, τ2 = − 1

τ̄1
. (2)

В нашей конечнозонной аппроксимации мы сохраняем
лишь ручки, отвечающие неустойчивым модам.
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Пример

Пример: Пусть Lx = 2π/1.4, Ly = 2π/1.2. Тогда kx = 1.4nx ,
ky = 1.2ny :

Рис.: Resonant pairs for −3 ≤ nx ≤ 3, −3 ≤ ny ≤ 3.П.Г. Гриневич , П.М. Сантини Аномальные волны в уравнении Дэви-Стюардсона-2



Циклы на невозмущенной кривой

Базисные циклы на невозмущенной кривой :
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Рис.: Слева: система a и c-циклов для нашего примера. Справа:
соответствующие a и b-циклы, где

bj = cj −
∑
k>j

(cj ◦ ck)ck ,
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Спектральная кривая

Проведем разрезы на τ -плоскости вдоль интервалов
(E2j−1,E2j). Для каждой резонансной пары (τ2j−1, τ2j) склеим
разрезы (E4j−3,E4j−2) и (E4j−2,E4j), причем точка E4j−3
преклеивается а E4j−1, а E4j−2 к E4j . Циклы aj – овалы,
окружающие разрез (E4j−2,E4j) и ориентированные против
часовой стрелки, цикл cj – объединение интервалов [E4j−3, 0] и
[0,E4j−1], циклы bj определены как и выше.
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Рис.: Возмущенная кривая. Границы разрезов (E1,E2) и (E5,E6) к
(E3,E4) и (E7,E8) соответственно.
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Прямое спектральное преобразование

Обозначим: pk = Re(τk), qk = Im(τk), cj–коэффициент Фурье
при гармонике, сопряженной к j-ой,

− αj =
c j + τ̄2j−1τ2jc−j

2q2j−1
, βj =

c−j + τ̄2jτ2j−1cj
2q2j

. (3)

Теорема:

E4j−4+k = τ2j−1 + (−1)k−1
2τ2j−1q2j

i Im(τ2j τ̄2j−1)
ε
√
αjβj , (4)

E4j−2+k = τ2j−1 + (−1)k−1
2τ2jq2j−1

i Im(τ2j τ̄2j−1)
ε
√
αjβj , ,

Теорема: В главном порядке:

bjj = log

[
ε2

τ2j−1τ2jq2j−1q2j

Im2(τ2jτ
−1
2j−1)(τ2j−1 − τ2j)2

αjβj

]
,

bjk = log

[
(τ2j − τ2k)(τ2j−1 − τ2k−1)

(τ2j − τ2k−1)(τ2j−1 − τ2k)

]
, k 6= j .

П.Г. Гриневич , П.М. Сантини Аномальные волны в уравнении Дэви-Стюардсона-2



Решение в главном порядке

u(z , t) =
θ(~A(∞2) + ~Wzz + ~Wz̄ z̄ + ~Wtt − ~A(D)− ~K )

θ(~A(∞1) + ~Wzz + ~Wz̄ z̄ + ~Wtt − ~A(D)− ~K )
,

где [
~AE4j−3(γj)

]
k

=

 0 k 6= j

log

[
αj√
αjβj

]
k = j .

(Wz)j =
i

2
[τ̄2j − τ̄2j−1] , (Wz̄)j =

i

2
[τ2j − τ2j−1] , (5)

(Wt)j = Im(τ22j−1 − τ22j), (6)

Aj(∞2)− Aj(∞1) = log

[
τ2j−1
τ2j

]
= log [τ2j−1τ̄2j ] . (7)
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Вектор римановых констант

Kj =
bjj
2
− πi + Aj(E4j−3) + O(ε).

Aj(E4j−3) = − log

[
ε

τ2jq2j

i Im(τ2jτ
−1
2j−1)(τ2j−1 − τ2j)

√
αjβj

]
,

bjj = log

[
ε2

τ2j−1τ2jq2j−1q2j

Im2(τ2jτ
−1
2j−1)(τ2j−1 − τ2j)2

αjβj

]
.
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Базис для вычичсления римановых констант:
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Он обеспечивает правильный порядок циклов в общей точке:
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