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Ïîäðîáíîå ñîäåðæàíèå äîêëàäà â ñòàòüÿõ
1) Äîìðèí À. Â., Ñóëåéìàíîâ Á.È., Øóìêèí Ì. À. Î
ãëîáàëüíîé ìåðîìîðôíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé Ïåíëåâå è èõ
èåðàðõèé�, Àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, Ñáîðíèê ñòàòåé.
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Ñåðãååâà, Òð. ÌÈÀÍ, 311, ÌÈÀÍ, Ì., 2020, 106�122.
2) A. V. Domrin, M. A. Shumkin and B. I. Suleimanov.
Meromorphy of solutions for a wide class of ordinary di�erential
equations of Painlev�e type. Journal of Mathematical Physics. Vol.:
63. Issue:2 (2022). Issue:2022-02-28 .



Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå
Óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå ñðåäè ïðî÷èõ ÎÄÓ âèäà

ϕ′′zz = f (z , ϕ, ϕ′z) (ODE)

ñ ðàöèîíàëüíûìè ïî ϕ è ϕ′z ïðàâûìè ÷àñòÿìè áûëè âûäåëåíû
ïî ïðèçíàêó ñâîéñòâà Ïåíëåâå � Êîâàëåâñêîé: îòñóòñòâèÿ òàê
íàçûâàåìûõ ïîäâèæíûõ îñîáûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò ïîëþñîâ.
Äëÿ ïåðâîãî

ϕ′′zz = 6ϕ2 + z (PI)

è âòîðîãî ÎÄÓ Ïåíëåâå

ϕ′′zz = 2ϕ3 + zϕ+ α (α ∈ C −−const) (PII)

ýòî ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî ãëîáàëüíîé ìåðîìîðôíîñòè ðåøåíèé
çàäà÷ Êîøè äëÿ ýòèõ ÎÄÓ

ϕ(z0) = a, ϕ′z0 = b (Koshi)

ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ êîìïëåêñíûõ z0, a è b.



Èñòîðèÿ âîïðîñà

Âåéåðøòðàññ, Êîâàëåâñêàÿ, Ïóàíêàðå, Ïåíëåâå è åãî ó÷åíèêè.
Îøèáî÷íûå ïåðâîíà÷àëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ãëîáàëüíîé
ìåðîìîðôíîñòè. Îøèáî÷íîñòü ðÿäà ïîñëåäóþùèõ
äîêàçàòåëüñòâ -â òîì ÷èñëå äîêàçàòåëüñòâà Êðóñêàëà è Íàëèíè.
Îøèáî÷íîñòü äîêàçàòåëüñòâà Ãîëóáåâà. Ïðàâèëüíîå
(ñ÷èòàþùååñÿ òàêîâûì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü), íî ãðîìîçäêîå
äîêàçàòåëüñòâî íà ðóáåæå âåêîâ Ëàéí è åãî íà òîò ìîìåíò
àñïèðàíò -Õèíêàíåí.
Ïðèíöèïèàëüíî äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî â ïåðâîé èç
ïðîöèòèðîâàííûõ âûøå ñòàòåé ñ À.Â. Äîìðèíûì è Ì. À.
Øóìêèíûì,

y(z) = (z−z0)
−2−z0(z−z0)

2/10− (z−z0)
3/16+h(z−z0)

4+ . . .



Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü äîêàçàòåëüñòâà: èñïîëüçîâàíèå
ðåçóëüòàòîâ À. Â. Äîìðèíà î ñâîéñòâå ãëîáàëüíîé
ìåðîìîðôíîñòè ëîêàëüíî ãîëîìîðôíûõ ðåøåíèé
èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà Êîðòåâåãà äå Âðèçà
(ÊäÂ)

ut + uxxx + uux = 0 (KdV)

è ðàñùåïëåííîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

ipt = pxx + p2q, −iqt = qxx + pq2 = 0, (NSH)

(à òàêæå èåðàðõèé èõ âûñøèõ ñèììåòðèé äëÿ íåêîòîðûõ
èåðàðõèé âûñøèõ óðàâíåíèé Ïåíëåâå)
Â ïðèìåíåíèè ê óðàâíåíèþ ÊäÂ ðåçóëüòàò À. Â. Äîìðèíà:
âñÿêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ãîëîìîðôíîå â áèäèñêå (x0,t0
� ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, c1, c2 � íåêîòîðûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà)

(x , t) ∈ C 2, |x − x0| < c1, |t − t0| < c2, (bid)

âñåãäà ìåðîìîðôíî ïðîäîëæàåòñÿ â ïîëîñó

(x , t) ∈ C 2, |t − t0| < c2. (pol)



À. Â. Äîìðèí çàìåòèë, ÷òî ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ Ïåíëåâå
ÿâëÿþòñÿ àâòîìîäåëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ÊäÂ è ÌêäÂ.
Ïðèìåð: ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå ÊäÂ àíçàöà

u = t−2/3f (x/t1/3) = t−2/3f (z)

äàåò ÎÄÓ òðåòüåãî ïîðÿäêà íà ôóíêöèþ f (z), êîòîðîå
ïðåîáðàçîâàíèåì Ìèóðû f = kϕ′z +mϕ2 è ðàñòÿæåíèÿìè
ñâîäèòñÿ êî âòîðîìó óðàâíåíèþ Ïåíëåâå. (Òî÷íåå â íàøåé
ñòàòüå ðå÷ü øëà î ìîäèôèöèðîâàííîì óðàâíåíèè ÊäÂ.)
Àíàëîãè÷íî, ïåðâîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå òàêæå ïîëó÷àåòñÿ èç
àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÂ.
Ìîå ïðåäëîæåíèå è âêëàä â íàøó ïåðâóþ ñòàòüþ: ñðàçó æå
âåñòè ðå÷ü è î âûñøèõ óðàâíåíèÿõ Ïåíëåâå. Îíî ðåàëèçîâàíî â
íåé ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåäóêöèé èåðàðõèé
âûñøèõ âûñøèõ êîììóòðèðóþùèõ ñèììåòðèé ÷åòûðåõ
èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé.
Íî äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü óïðîùåíî è îáîáùåíî íà äðóãèå
ÎÄÓ òèïà Ïåíëåâå, åñëè íå àïïåëèðîâàòü ê àâòîìîäåëüíûì
ðåäóêöèÿì, à èñïîëüçîâàòü ñèììåòðèè è èíâàðèàíòíûå
ìíîãîîáðàçèÿ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé.



Ïî ìîäóëþ ðåçóëüòàòîâ À.Â. Äîìðèíà äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîå,
êàê ãâîçäü!
Ñèììåòðèè ýâîëþöèîíííûõ óðàâíåíèé
Ïîä ñèììåòðèåé ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ut = F (U,U1, . . . ,Uk), (U,F ∈ Rm) (Sis)

( íèæíèé èíäåêñ âåêòîðà U îçíà÷àåò ïîðÿäîê åãî ïðîèçâîäíîé
ïî ïåðåìåííîé x) ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

Uω = G (t, x ,U,U1, . . . ,Un), (G ∈ Rm), (Sism)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîììóòèðîâàíèÿ
dF
dω = dG

dt . Ïðè åãî âûïîëíåíèè îáùàÿ òåîðèÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñ
ñèñòåìîé (Sis) ñîâìåñòíû, â ÷àñòíîñòè, ñòàöèîíàðíûå ÷àñòè
G = 0 ñèììåòðèé (Sism). Ïîä êëàññè÷åñêîé ñèììåòðèåé
ïîíèìàåòñÿ ñëó÷àé ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìîé â âèäå
G = H(t, x ,F (U,U1, . . . ,Uk),Ux), à îñòàëüíûå ñèììåòðèè
ñèñòåìû (Sis) íàçûâàþòñÿ âûñøèìè. Íàëè÷èå âûñøèõ
ñèììåòðèé �îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé.



Ïðèìåðû: 1) uxxx = −uux , 1− tux , 2u + xux − 3t(uxxx + uux),

2)[uxxxx + 5uuxx/3 + 5(ux)
2/6 + 5(x − tu + u3)/18]′x

îïðåäåëÿþò ñòàöèîíàðíûå ÷àñòè, cîîòâåòñòâåííî, 1)
êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé �ïðàâîé ÷àñòè Êäâ,Ãàëèëåÿ è
ðàñòÿæåíèÿ, 2) åãî ïåðâîé âûñøåé êîììóòèðóþùåé ñèììåòðèè.
Âûñøèõ êîììóòèðóþùèõ ñèììåòðèé ó èíòåãðèðóåìûõ
óðàâíåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñèììåòðèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè òîæå áóäåò
ñèììåòðèåé. Â ÷àñòíîñòè, ñòàöèîíàðíûìè ÷àñòÿìè ñèììåòðèé
ÊäÂ áóäóò ÎÄÓ (k-const)



2u + xux − 3t(uxxx + uux) = 0,

k[1− tux ] = uxxx + uux

(ýòî ÎÄÓ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïåðîìó óðàâíåíèþ
Ïåíëåâå u′′xx + u2/2 = k[x − tu] + c),

k[1− tux ] = [u4 + 5uu2/3 + 5(u1)
2/6 + 5(x − tu + u3)/18]′x ,

(ýòî ÎÄÓ ïîñëå îäíîêðàòíîãî òðèâèàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äàåò ÎÄÓ

k[x − tu + c] = u4 + 5uu2/3 + 5(u1)
2/6 + 5(x − tu + u3)/18,

ñâîéñòâî ãëîáàëüíîé ìåðîìîðôíîñòè ðåøåíèé äëÿ êîòîðîãî
(òîëüêî ïðè t = 0!) áûëî äîêàçàíî Øèìîìóðîé -ïðèëîæåíèÿ:
ÃÏ, ìû ñ Êóäàøåâûì è Ãàðèôóëëèíûì, Äóáðîâèí è êîìïàíèÿ,
êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ) à òàêæå ñòàöèîíàðíàÿ ÷àñòü ñèììåòðèè
ÊäÂ, îïðåäåëÿåìàÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòàöèîíàðíûõ
÷àñòåé ñèììåòðèè ðàñòÿæåíèÿ è ïåðâîé âûñøåé ñèììòåðèåé
óðàâíåíèÿ ÊäÂ (ïðèëîæåíèÿ: íàøè ñ Ãàðèôóëëèíûì ñòàòüè,
Ïåðèâàë, Øåâèö)



Èñïîëüçóÿ âûøåóïîíÿíóòûé ðåçóëüòàò À. Â. Äîìðèíà, â ñëó÷àå
óðàâíåíèé Ïåíëåâå (1) è (2) ëåãêî äîêàçàòü ãëîáàëüíóþ
ìåðîìîðôíîñòü ðåøåíèé âñåõ çàäà÷ Êîøè äëÿ ýòèõ ÎÄÓ à
òàêæå èõ âûñøèõ èåðàðõèé, îïðåäåëÿåìûõ ñòàöèîíàðíûìè
÷àñòÿìè ñèììåòðèé óðàâíåíèé ÊäÂ è ÌêäÂ, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âûñøèõ êîììóòèðóþùèõ ñ íèìè
ñèèììåòðèé è èõ êëàññè÷åñêèõ ñèììòåðèé Ãàëèëåÿ è
ààñòÿæåíèÿ . Òàêæå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíàÿ
ìåðîìîðôíîñòü è äëÿ ìíîæåñòâà äðóãèõ èåðàðõèé óðàâíåíèé
òèïà Ïåíëåâå, îïðåäåëÿåìûõ ñòàöèîíàðíûìè ÷àñòÿìè
èíòåãðèðóåìûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, ïîäïàäàþùèõ ïîä
äåéñòâèÿ òåîðåì, äîêàçàííûõ À.Â. Äîìðèíûì.
Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
Ñòàöèîíàðíûå ÷àñòè ñèììåòðèé ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ÎÄÓ, çàäàþùèõ èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ Íàîáîðîò �
íåâåðíî. Ïðèìåðû: Þ. Þ. Áàãäåðèíà (2009 , Ôóíêàí, ò. 43, â.4,
ñ.87-90) äëÿ óðàâíåíèÿ Ñàâàäû - Êîòåðà

ut = u5 − 30uu3 − 30u1u2 + 180u2u1 (SK)

( Ñ.Â. Õàáèðîâ, Â.Â. Ñîêîëîâ. À. Á. Øàáàò)



Îïðåäåëåíèå. ÎÄÓ f (x , u, u1, . . . , uk) = 0 çàäàåò èíâàðèàíòíîå
ìíîãîîáðàçèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ut = F (u, u1, . . . , um),
åñëè

X (F )f ||f | = 0, X (F ) = F∂u +
∑
j≤1

D j∂uj ,

ãäå [f ]�ìíîãîîáðàçèå, çàäàäàííîå ÎÄÓ, è åãî
äèôôåðåíöèàëüíûìè ñëåäñòâèÿìè D j f = 0 (j = 1, ...,m).
( Ëåììà î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíî ãîëîìîðôíîãî ñîâìåñòíîãî
ðåøåíèÿ è ýòîãî ÎÄÓ åñòü òðèâèàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ëåììû,
äîêàçàííîé â êíèãå Ê.Àíäðååâ, Î Â Êàïöîâ, Â. Â. Ïóõíà÷åâ, À.
À. Ðîäèîíîâ. Ïðèìåíåíèå òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ â
ãèäðîäèíàìèêå, Íàóêà, Íîâîñèáèðñê, 1994, òàêæå âåñüìà
ïðîñòîé� âñå ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ôðîáåíèóñà è
òîæå äîêàçûâàåìîé î÷åíü ëåãêî)



Ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé: íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî ãîëîìîðôíîãî ðåøåíèÿ ñðàçó äâóõ
ñêàëÿðíûõ ÎÄÓ

y ′t = f (t, s, y), (a)

y ′s = g(t, s, y) (b)

ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

df (t, s, y)

ds
=

dg(t, s, y)

dt
=

f ′s (t, s, y) + f ′y (t, s, y)g(t, s, y) = g ′t(t, s, y) + g ′y (t, s, y)f (t, s, y).
(c)

Ðàâåíñòâî (ñ) ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì
çàäà÷ó Êîøè äëÿ ÎÄÓ (a) c íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(t0, s) = a(s), (d)

â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþùèìñÿ ðåøåíèåì ÎÄÓ

a′s = g(t0, s, a). (e)

Òîãäà äëÿ ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (a), (d) â ñèëó (ñ).



y ′′ts = y ′′st = f ′s (t, s, y) + f ′y (t, s, y)y
′
s =

= g ′t(t, s, y)+g ′y (t, s, y)f (t, s, y)−f ′y (t, s, y)g(t, s, y)+f ′y (t, s, y)y
′
s =

=
dg(t, s, y)

dt
+ f ′y (t, s, y)(y

′
s − g(t, s, y)).

È, ñòàëî áûòü, Y = y ′s − g(t, s, y) åñòü ðåøåíèå ëèíåéíîãî ÎÄÓ
ïåðâîãî ïîðÿäêà Y ′t = f ′y (t, s, y)Y , êîòîðîå â ñèëó (d) è (e)
óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óëîâèþ Y (t0) = 0. Ïîýòîìó Y ≡ 0,
è, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî (b).
Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (i = 1, ..., n)

(y i )′t = f i (t, s, y1, . . . , yn)

(y i )′s = g i (t, s, y1, . . . , yn)

cîîòâåòñòâóþùåå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ äîêàçûâàåòñÿ mutatis mutandis �ïðîñòî âìåñòî
ñêàëÿðíîãî ëèíåéíîãî ÎÄÓ áóäóò ôèãóðèðîâàòü ñèñòåìû
ëèíåéíûõ ÎÄÓ íà âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùèå íóëåâîìó
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Âîò è âñÿ âàì òåîðåìà Ôðîáåíèóñà â
äàííîì ñëó÷àå.



Äàâíî (B. Fuchssteiner, W. Oevel, J. Math. Phys., 23:3 (1982),
358�363.) èçâåñòíî ñóùåñòâîâàíèå ó óðàâíåíèÿ Ñàâàäû�
Êîòåðû áåñêîíå÷íîé ñåðèè êîììóòèðóþùèõ ñ íåé ñèììåòðèé
âèäà (D� îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x)

utn = D(Jn+1) = (D3 − 6uD)Ln (sSK)

ãäå

J−1 = −1/6, J0 = u, J2 = u4 − 30uu2 + 60u3,

J3 = u6−42(uu4+u1u3+u22)+252(2u2u2+uu21−2u4), . . . (efsSK)
,

L−1 = −1/12, L1 = u2−3u2, L2 = u4−18uu2−9u12+24u3, . . .
(efsSK)

à òàêæå 2 cåðèè åãî èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåÿåìûõ
ÎÄÓ Jn = 0 è Ln = 0.
Þ.Þ. Áàãäåðèíà: èìååòñÿ åùå îäíà c÷åòíàÿ ñåðèÿ
èíâàðèàíòûõ ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëÿåìûõ ÎÄÓ Uj = 0, ãäå

Uj = D2Jj − 6uJj (efsSK).



Çäåñü
U0 = u, U2 = u2 − 6u2,

U3 = u6 − 6(6uu4 + 10u1u3 + 5u22) + 360(u2u2 + uu21 − u4), . . .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ó óðàâíåíèÿ Ñàâàäû� Êîòåðû ñóùåñòâóåò
òàêæå êëàññè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ðàñòÿæåíèÿ

uτ = 5tut+xux+2u = 5t(u5−30uu3−30u1u2+180u2u1)+xux+2u
(skai)

Ñòàöèîíàðíàÿ ÷àñòü ýòîé ñèììåòðèè èìååò âèä

Jx = 0

c ÍÅËÎÊÀËÜÍÎÉ

J = 5t(u4 − 30uu2 + 60u3) + xu + v , vx = u

Ïðîâåðåíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà ýòîãî J â ôîðìóëó Áàãäåðèíîé
äàåò ñèñòåìó ÎÄÓ, çàäàþùóþ èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå
ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû 2 óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèÿ
Ñàâàäû� Êîòåðû è åãî ïðîèíòåãðîâàííîìó ïî ôîðìå

vt = u4 − 30uu2 + 60u3.



Îòñþäà è èç ðåçóëüòàòà À.Â. Äîìðèíà (ñîîáùåíèå îò íà÷àëà
äåêàáðÿ 2020ã ) î ñâîéñòâå ãëîáàëüíîé ìåðîìîðôíîñòè
ëîêàëüíî ãîëîìîðôíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ñàâàäû-Êîòåðû
ñëåäóåò, ÷òî ïðè t 6= 0 ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì
ÎÄÓ òèïà Ïåíëåâå

u4 − 30uu2 + 60u3 + (xu + v)/(5t) = 0, vx = u

ìåðîìîðôíû. ( Íåòðóäíî îò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðåéòè ê
ñêàëÿðíîìó ÎÄÓ ïÿòîãî ïîðÿäêà íà u)


